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МатеяатнческШ Сборникъ. T. XXVII, в. IV. 



ПРОСТѢЙШІЕ СЛУЧАИ ДВИЖЕНШ ТЯЖЕЛАГО НЕСИМ-
МЕТРИЧНАГО ГИРОСКОПА С. В. КОВАЛЕВСКОЙ. 

Статья вторая. 

Г. Г. А ш т е л ь р о т а . 

(Сообщено ') въ засѣданіи Математическаго Общества 27 апрѣля 1910 г. 

ГЛАВА I. 

Вступительный замѣчанія. Задача обращенія для одного 
случая трояко-періодичеснихъ гиперэллиптическихъ функцій. 

§ 1. Согласно неоднократно высказанному въ 1-ой статьѣ 2) 
обѣщанію настоящая работа будетъ посвящена пополненію 
моихъ ранѣе опубликованныхъ изслѣдованій о простѣйшихъ 
движеніяхъ (2-го и 3-го классовъ) гироскопа С. В. Кова
левской. 

Главнымъ образомъ я займусь въ ней болѣе глубокимъ 
изученіемъ движеній т. н. 2-й группы 2-го класса, какъ весь
ма важныхъ съ точки зрѣнія начертанія общей картины дви
жения разсматриваемаго твердаго тѣла, обращая при этомъ 
особое вниманіе на подробное и возможно наглядное разъ-

') Въ засѣданін Общества были сообщены только главнѣйшіе резуль
таты. 

2 ) Математическій Сборвивъ. томъ XXVII, в. Ш. Обозначения этой 
статьи будугь приняты и въ настоящей работѣ. Ссылки на нее увязы
ваются цифрой (1). 

Считаю нужнымъ отмѣтить, что нумерація теореиъ, формул* и черте
жей настоящее статьи есть продолжевіе соотвѣт. нумераціи статьи (1). 
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ясвеніе тѣхъ законовъ явленія во времени, которые имѣютъ 
характеръ періодичности и т. о. какъ бы связываюгъ совер
шенно своеобразную теорію гироскопа х ) С. В. Ковалевской 
съ классическими теоріями движеній Эйлера-Пуансо и Ла-
гранжа-Пуассона. 

Особенно интереснымъ и важнымъ оказывается здѣсь 
свойство полярной оси (г) становиться вертикально черезъ 
строго опредѣленные промежутки времени 2), свойство, кото
рое, въ значительной мѣрѣ исчерпывая собою проявленія пе-
ріодичности для гироскопа С. В. Ковалевской, сугцествуеть 
въ то же время |'въ соотвѣт. измѣнен. Ф о р м ѣ ) въ елучаѣ вра-
щенія по инерціи и (въ буквально той же) въ движеніи сим-
метричнаго гироскопа Лагранжа, хотя уже какъ слѣдствіе 
болѣе общихъ законовъ того же періодическаго характера. 

Дѣйствительно, на основаніи теоріи, т. с , классичеекихъ 
случаевъ вращенія твердаго тѣла около неподвижной точки 
иамъ извѣстно, что, если взять сферу съ центромъ въ точкѣ 
опоры и радіусомъ, равнымъ мгновенной угловой скорости Li 
вращенія (или же=главному моменту количества движенія J], 
и затѣмъ на поверхности ея построить СФерическій т р е у г о л ъ -

никъ съ вершинами на радіусахъ: одномъ, направлеаномъ по 
вектору Li (или J ) , другомъ, неизмѣнно оріентированномъ въ 
пространствѣ (ось импульса для движеній Эйлера-Пуансо, 
2) вертикаль для гироскопа Лагранжа), и третьемъ, неизмѣн-
но оріентированномъ въ вращающемся тѣлѣ (любое на-
правленіе въ случаѣ Э.-Пуанео. 2) полярная ось (г) нерав-
ныхъ моментовъ инерціи для Лагранжева гироскопа), то какъ 
радіусъ взятой СФеры, такъ и всѣ элементы разсматриваемыхъ 
треугольниковъ будутъ періодическими Ф у н к ц і я м и времени 
(кромѣ случаевъ движеній, аеимптотическихъ къ перманент-
нымъ вращеньямъ) для какого бы момента, какъ начальнаго, 
мы ни сдѣлали наши построенія. 

CJOBO гироскопъ я употребляю здѣсь и дадѣе въ болѣе обширномъ, 
чѣмъ обнкновевао, смыслѣ тяжелаго твердаго тѣла, вращающагося около 
неподвижной точки. 

2 ) Си. § 3 гл. Ш ст. 1. 
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Если же продѣлать построенье, подобное вышеописанно
му 2), для гироскопа С. В. Ковалевской, то никакой періо-
дичности, вообще говоря, не будетъ наблюдаться1), кромѣ 
случая, когда за начальный моментъ выбранъ моменгь за
нятая осью (г) вертикальнаго положенья (т.-е. моментъ совпа
дения 2-хъ вершинъ упомянутыхъ выше треугольниковъ, об
ращающихся тогда просто въ отрѣзокъ дуги большого кру
га). Тогда и тутъ, какъ я подробно разъясню въ главѣ II, 
будетъ наблюдаться строгая гіеріодичность, такъ что для ги
роскопа С. В. Ковалевской, аналогично съ шроскопомъ Лаіранжа, 
всѣ ею движенія (кроміь асимптотическихъ къ перманентнымъ 
вращсніямъ) можно разбить какъ бы на 2 разряда: первый (дви
жения 2-й группы 2-го класса), когда полярная ось (г) пергоди-
чески становится вертикальной, и второй, когда она всегда на
ходится внѣ шысотораго конуса, описаннаіо около вертикали 
(всѣ осталъныя движенья). 

Такъ какъ другія черты періодичности, который обна
руживаются при простѣйшихъ движеніяхъ гироскопа С. Б. 
Ковалевской, имѣютъ частное и сравнительно второстепенное 
значенье, то, лишь кратко указавъ нѣкоторыя изъ нихъ. вто
рое мѣсто въ настоящей статьѣ я отведу болѣе подробному 
и точному 2), чѣмъ въ моей первой работѣ, изложенію вопро
са о различныхъ типахъ простѣйшихъ движевій 3-го класса 
и ихъ отношеніи къ исключительнымъ движеніямъ 1-го рода. 
Наиболіъе цѣннымъ резулътатомъ здѣсъ мнѣ представляется 
обнаруженге сущесгпвованія среди вообще неустойчивыхъ исклю-
чшпелъныхъ движеніи 1-го рсх)а одною вида ихъ, устойчивого въ 
томъ же приблизительно смыслгь, какъ, напр., устойчивы дви
жения 1-го класса или 1-ой группы 2-го. 

Также не безъинтересно, б. м., указаніе отношенія исклю-
чительныхъ движеній 1-го рода къ движеніямъ типа Лагран-
жа-Пуассона. 

] ) Си. § 1 Введенія ст. 1. 
3 ) Въ настоящей работѣ (См. § 2а главы Ш) исправлена одна по-

грѣшность статьи 1, имѣющая мѣсто въ серединѣ § 2 гдавы IV этой 
статьи (Стр. 331, строки 3-10 сверху; въ отд. оттек, стр. ТО). 



Эта часть моихъ изысканій составить главное содержи
т е главы III , гдѣ такъ же, какъ и во многихъ мѣстахъ И-ой 
главы, я буду пользоваться геометрическими свойствами сѣ-
тей кривыхъ s=const., какъ чрезвычайно удобнымъ средст-
вомъ для внесенія возможной наглядности въ вопросъ. 

На ряду съ указанными 2-мя главными задачами, для разъ-
ясненія, хотя и не совсѣмъ полнаго, которыхъ возможно бы
ло бы ограничиться лишь частичнымъ рѣшеньемъ диФФерен-
ціальныхъ ур-ій С. В. Ковалевской, я коснусь, но далеко не 
псчерпывающимъ образомъ, и нѣкоторыхъ другихъ законовъ 
разсматриваемыхъ движеній, имѣя въ виду на данномъ весь
ма удобномъ для этой цѣли примѣрѣ еще разъ указать сущест-
вованіе рѣзкаго различія между явленіями, коихъ законы хо
тя и выражаются математически, но въ одномъ случаѣ съ 
помощью періодическихъ или какихъ-либо аспмптотическаг» 
характера зависимостей, а въ другомъ съ помощью зависи
мостей, не аодходящихъ подъ эти рубрики, съ которыми нашъ 
умъ очень часто склоненъ ошибочно отождествлять матема-
тическія законности вообще. 

Такъ какъ нѣкоторое освѣщеніе вопроса съ этой стороны 
мнѣ представлялось довольно важнымъ и интереснымъ какъ 
съ точки зрѣнія болѣе яснаго пониманія законовъ изучаемаго 
явленія, такъ и съ общей точки зрѣнія углубленія самаго по
нятая математическихъ законовъ природы, то я въ интере-
сахъ большей полноты и разносторонности своихъ изысканій 
въ основу настоящей работы положидъ возможно полное, 
хотя п безъ излишнихъ деталей, рѣшенье ДИФ. ур-ій для раз
сматриваемыхъ простѣйшихъ движеній, полученье котораго 
не представляетъ особыхъ затрудненій въ виду совершенства, 
достигнутаго еоотвѣтствующими отдѣлами чистой матема
тики. 

Чтобы при этомъ не слишкомъ обременять читателя справ
ками въ различныхъ трактатахъ по теоріи функцій, я позво
лю себѣ начать свое изложенье съ рѣшенья той чисто-мате
матической задачи, которая есть основная для нашего изслѣ-
дованія при моемъ способѣ его веденья, а именно съ рьшенъя 



задачи о выраженіи черезъ независимых перемѣнныя гиперэллип-
гпическихъ функцій 1-го класса, соотвѣтствующихъ случаю на-
хождемія подъ радикаломъ 2-хъ равныхъ линейныхъ множителей. 

§ 2. Задача подобнаго рода впервые была рѣшена учени-
комъ Якоби Розевгайномъ х ) какъ для даннаго частнаго, 
такъ и для самаго общаго случая гиперэллиптическихъ функ
ций 1-го класса, при чемъ, конечно, изъ Формулъ, относящих
ся къ этому послѣднему въ томъ, напр., видѣ, какой имъ 
данъ въ мемуарѣ С. В. Ковалевской или особенно въ статьѣ 
F . Köttera 2 ) , можно было бы вывести и всѣ приводимые 
ниже результаты. 

Но такъ какъ этотъ выводъ все равно потребовалъ бы из-
вѣстнаго количества вычисленій, a пониманіе основныхъ 
Формулъ полнаго знакомства съ теоріей гиперэллиптическихъ 
функцій, то я предпочелъ воспроизвести здѣсь рѣшенье Ро-
зенгайяа лишь съ тѣмъ отъ него отличіемъ, что всѣ относя-
щіяся сюда соображенья и обозначенья будуть облечены 
мною въ Формы, указанный Вейерштрассомъ какъ для выс-
шихъ трансцендентныхъ, такъ и для эллиптическихъ функдій, 
теоріи которыхъ одной будетъ достаточно для полнаго разъ-
ясненія вопроса. 

Такимъ образомъ задача, которую я буду рѣшать въ на
стоящей главѣ, можетъ быть вкратцѣ Формулирована такъ: 

Найти выраженіч въ функцги независимыхъ перемѣнныхъ -\ и 
т 2 интеграловъ Z\ и z2 двухъ ур-гй съ полными дифференцг&юми: 

dzi _^ dz% =_rf-, 
\'iz^—yiZi—y-i Ѵ'4г2

3—fjîSi—уз 

dz\ _^ (1*2 
'zi—ê^'ézx i—ijizl —уз (.Zs—e^izZ—inZi —g-i 

*) Abhandlung über die Functionen zweier Variabler mit vier Perioden, 
welche die Inversen sind der ultra—elliptischen Integrale erster Klasse. 
I ö 5 l . Перепечатано въ пер. съ фр. въ серіи Osfwald's Klassiker d^r 
exacten Wissenschaften. As 65. 1895. 

-) Посаѣдняя, неоднократно мною цитированная въ жоей I-ä работѣ, 
напечатана въ Acta Math. XVII . См. тамъ §§ 4, 5 и слѣд. 



ідѣ цг, д3, е± суть нѣкоторые постоянные параметры, а ради
калы озшчаютъ двузначный ') функціи соотѳѣтствующихъ z. 

Если положить: 2і=р(щ), Z2=p'u2), гдѣ p'ji) означастъ эл
липтическую Функцію Вейерштрасса, a it\ и Ks новыя вспо
могательный перемѣнныя, то будемъ ииѣть: 

г<і -ьи2=Ті-+-? іо , 

(31) 

c î ( « i — V ) G ( U 2 — V ) ' 

гдѣ zi о и т 2 о суть постоянный интеграціи, a v определяется 

какъ одинъ изъ корней ур-ія р (# )=е 4 , при чемъ предполага

е м ^ что 4«4 3 — .7264—#зф0 s ) . 

Изъ 2 хъ послѣднихъ ур-ій мы могли бы опредѣлить и, а 
затѣмъ и г черезъ независимыя перемѣнныя т, но для всѣхъ 
нашихъ изысканій будетъ гораздо полезнѣе найти выраженія 
черезъ т не самнхъ z, a пѣкоторыхь ихъ симметричныхъ функ-
цгй ирраціоналънаго типа, къ чему мы и приступимъ въ § 3. 

§ 3. Именно сначала мы постараемся выразить черезъ -
три слѣдующихъ произведенья: 

^ Ѵ л - ё в Ѵ Ч - ^ , ( а = 1 , 2, 3) (32) 

гдѣ ві, et, е3 суть корни многочлена 4г3—<j<iZ—g%, отмѣченные 
чертой сверху въ добавокъ къ обычнымъ 3 ) Вейерштрасеов-
скимъ обозначеньямъ для отличія отъ примѣнятощагося нами: 

1 ) Т. е. фувкціи. отвосящіяся однозначво къ точкамъ нѣкоторыхъ 
двухлепестныхъ поверхностей Римана. Подобное же замѣчаніе справед
ливо и для всѣхъ другихъ радикаловъ въ настоящей статьѣ, если не 
сдѣдано особой оговоркя. 

*) Случай, когда 4<ч 3—# 2<? 4—#з=0, мы будемъ разсматривать какъ пре
дельный, не входя однако для него въ подробности вычисдевія. 

3 ) Если всѣ корни действительны, то е{>е£>ез, если же 2 корня 
мнимы, то дѣйствит. будетъ г2. 



и другими авторами обозначенья корней ') выраженья Sî тоже 

черезъ еа, а каждый радикалъ — е я какъ здѣсь, такъ и всю. 
ду далѣе, разсматривается какъ однозначная -) Фуякція соот-
вѣтствующаго вспомогательна™ перемѣннаго ii\ или и«: 

Для этой цѣли мы воспользуемся тѣмъ осаовнымъ у р - і е м ъ 
между Функціями er, которое Halphen 4 ) назвалъ трехъ-член-
нымъ соотношеніемъ (e'quation à trois termes); 

ф ; ' і - і ' і К » ' і - ( ' : ) ( т ( г / 1 - і ! з К і - ' 2 - » ' ' з ) + 

ч-а(ѵ,о—ѵ1)а(^2—ѵ2Іа(ѵ'г—ѵ 3)ff(vV—ь\)-+- (33) 

-t-C(t/ 3 —Сі)ф' г — VjcÇv'z — C-i)(j{v'i — ѵ'ц)=0, 
г д ѣ 

Vi-t-V2-t-V3=tfi-i-v'i-t-v'a. 

Если положить 5 ) въ немъ: 

г / і = а > а , г / 2 = 0 , г/з—ѵ, Ѵ\=— иі, гл>=—м°, ѵ$==ѵ-+-Иі-л-и-2.-\-і>ія, 

то будемъ имѣть: 

G(V-*-Ui)G($-*-Ui)aa{U і - Ь і < 2 ) = 

откуда, раздѣливъ каждое изъ напиеанныхъ равенствъ (34/ 

') См. Введеніе къ ст. 1. 
-) Какъ функцін г они продолжаютъ быть двузначными, при чемъ 

между ними и радикалами въ ур-іяхъ (30) всегда существуетъ тождествен
ное соотношевіе: 

Ѵ'4г:!—fjiz—Ці — V'~—ei —e2 V * — ^ 
3 ) Halphen. Traité des fonctions elliptiques. Tome I. (.'тр. 190. 
4 ; Halphen, loco citato. Стр. 225. 
s ) При всѣхъ дѣйствптельныхъ корняхъ ел обозваченья для подуае-

ріодовъ ш обыкновенно таковы, что: р(ю)=е* ! , p((i>")=t*2, p((d')=rj. 
дѣйствительнымъ полуперіодомъ является ы, а и " = ш + ы ' ; при одвоэп. 
дѣйствятеіьномъ корнѣ гз : p(tt>i)=<? 1 , р ' с и а ) = < ? . „ р ( ш 3 ) = і " 3 и дѣіствиі. 
нолуперіодъ i o 2 = t O i - + ч і > > Такъ какъ свойства соотвѣт. подуперіодовь 



на те, которое получится изъ него путемъ замѣны ѵ че-
резъ — V , будемъ имѣть: 

<J(UI—V)C(U2~V) 

g ( M i ) g ( i ( 2 ) g g ( « i - t - И г - t-y)g a ( 'Q-bgg (H i ) c g ( » 2 y g ( M і-*-Ѵг+ѵЖ1') 

и, если обозначить для краткости: 

ih-*-ii2=~i+-w=u, a К(0(-І+ЪО)—)У(ѴХ~2+-~2О)—2ІѴ, 

то на основаніи 2-го изъ ур-ій (31) получимъ: 

e 2 i r = g g(«^)g gCy)-bZ ag(zt-Hy)g(<-) # , 
ах(г(—ѵ)ся(ѵ)—гха(и—ф(ѵ) 

Отсюда 

в - ^ ( Ц - , ) - в - - у ^ ) . g ^ , 
e^g(M—v>-be-'rg^-bf) g(v) v 

Даіѣе , если обозначить: 

Z 4 = V * , — ё 4 Ѵ'г2—б4 = V P C M O - J W V K « 2 j — К О , (35') 

то ') 

у Vg(Wl-t-w)c(«l — r)g(M2-*-<"X'«â—О 

На основаніи второго изъ соотношеній (31) можемъ поло
жить 

у ff(«l-4-»')g('U2-*-i'*)e_"' 
V 4 g(Mi)g vMa)e*(V) 

въ обоихъ случаяхъ вполнѣ аналогичны, то какъ здѣсь, такъ и всюду 
далѣе, м ы будемъ придерживаться восдѣдаяго способа обозначевья (осо
бо оговариваясь въ противноиь сіучаѣ), такъ что дѣйствіітедьный полу-
періодъ въ одномъ случаѣ будетъ ш\, а въ другомъ со2. 

ѵ ) Halphen, loco citato. Стр. 171. Формула 12. 



Такъ какъ соотношеніе (34) при а = 1 даетъ: 

о-(Мі-і-г>)о-(г(2-»-у)(7і(м)_ с{ѵ) СТі(м1)с)(м2)д(«-*-^)_ 
<Ml)(J>2)0-l(v) 5 U « ^ ) "^д,^, (7(Мі)с(М2) ~ 

=(іі(м-і-г;)н——т ^ ^ <т(м-*-г). 
' eRG{u—v)-\-e-"G\u-\-v) ѵ 

послѣднее на оенованіи первой изъ Ф о р м у л ъ (34'), то 

v{uiyj(Ui)GX(y) ~~ е'га(и—ѵ)-*-е-'Щич-ѵ) ' 

Изъ трехъ-членнаго соотношенія (33) имѣемъ, полагая въ 
немъ: 

V\=U і / 2 = 0 , Ѵ'3=— СОз, Vi=l\ V 2 = W i — V , Ѵз—U—CO3, 

Ci(u—v)a(u-+-v) = б8(г?)сіа(г')с(«)(7і(ге) -+-

-Ь<і(г')(Т,(Ѵ)(7з(М>2 (M) , 

или послѣ сложенія послѣдняго равенства съ тѣмъ, которое 
получится изъ него послѣ замѣны ѵ черезъ —v: 

ci(u—t!)a(u-t-v)-t-ai{u-t-v)e(u—і')=2сг..('г'}сз(^^(м)^і(м)-

Въ силу этого соотношенія и равенства (35") получимъ: 

z 2g(tt) б^іЩѵЩг)_ о 6 

4 е"с(м—^-^-'^(и-н-г;) аНѵ) ' ' 

Равенства (35) и (36) дадутъ намъ искомыя выраженія 4-хъ 
•функцій Z\, Z 2 , Zb, Zi черезъ независимыя перемѣнныя т, ибо 
аргументы и и w линейно зависать отъ т. 

Выраженія эти оказываются однозначными мероморфными 
функциями независимых* перемѣнныхъ, или, что иногда удобнѣе, 
аргументов^ и и w. 

§ За. Въ этомъ п а р а г р а Ф ѣ мы займемся выводомъ а н а л о -

гичныхъ выраженій для новыхъ болѣе сложиыхъ по составу 
семи симметричныхъ ирраціональныхъ фунвцій отъ гг и г%, 
чѣмъ будетъ вполнѣ исчерпанъ кругъ функцій, необходимыхъ 
для дальнѣйшаго. 
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Если обозначить для краткости: 

то такими новыми Функціями будутъ: 

Z* Z* ( Sj 

(36') 

и Функція Zt 4, которая получится изъ предыдущаго равен
ства, если въ немъ положить а = £ = 4 . 

Въ виду того, что, какъ это очевидно, индексы а и à мо-
гутъ быть переставляемы безъ измѣненіа величины соотвѣт-
ствующихъ выражевій, новыхъ Функцій будетъ, дѣйствительнот 

семь. 
Такъ какъ въ силу Формулъ, выражающихъ теорему сло-

женія для эллиптическихъ ФункпДй <т, будемъ имѣть: 

СГя(и) q (Wi ) g g ( t < 1 ' ; g -3 ( « 2 ; g 7 ( l f o ) ~ g ( « 2 ) < T a f M 2 ) g g (Ki ) g 7 ( ? < 1 ) 

то 

(Т(м) -~2—г"! 

откуда безъ затрудненія получимъ: 

7" = У 2(Тя(и) ді(<0сг(б')(7з(у') » 

Далѣе, какъ въ этомъ легко убѣдиться, будемъ тождественно 
имѣть: 

Sj4f= • • = - = = 



Такъ какъ изъ ур-ія ( 3 3 ) , полагая въ немъ: t'/—toi, t'a—О, 
Ѵз=и±ім-(лиѵі=и, ѵ2=±ѵ—ы3, v3=2wi-t-(x)3, получимъ: 

то 

4 4 «^(м—^-ч-е-^сСм-ьг;) * <т>(г;) ' ^ ' 

Для опредѣленія оставшихся Z воспользуемся легко дока
зуемы м ъ тоягдествомъ: 

„ „ ff-/««),- т., у с4гі) / я , ß, Y = 1 , 2 , 3 > . „ O N Z ^ = Z ^ = ^ f e - e „ ) + Z a ^ - - ^ ' Р ^ ф у ' J ( 3 9 ) 

Отсюда на основаніи равенствъ ( 3 5 ) имѣемъ: 

<j(if; 

[(,.-•(,(„—е)+ e-if ,(и + i-)]i v(«)ff a(r)+[<"г (Га(«—в) 4- (?-т» а (м 4- г)]»^(«)в(г) 

[««»(«—с) 4- « - "<г(м 4- r)]»(w)e(r) 

Изъ соотношенія ( 3 3 ) , полагая въ немъ: v ' a = M ± f — < о а , 
v'ß=ix)ß, г / 7 = 0 , г?а=—ы а , г-'з=м, г; 7=±г;-і-и^, получимъ: 

5(«)5^(ѵ)с-/(м ± v ) = g v ( « ) g a ( * 7 ) ( 7 C u ± ^)орбр(м)о(г;)са(м ± # ) . 

Ha о с н о в а н и и этого равенства послѣ легкихъ преобразова
н а будемъ имѣть слѣдующее окончательное выражение для 
опредѣляемаго нами послѣдняго типа Функціи Z: 

Z г=^-fy— v)-*-er«<5.ßi-+ ? 0 g » ^ ' ) g ^ ) _ ^д,-, 

Съ выводомъ Ф о р м у л ъ ( 3 7 ) , ( 3 8 ) и ( 3 9 0 м ы можемъ считать 
рѣшеніе поставленной въ § 2 задачи законченнымъ. 

§ 4. Оказывается, ч т о ѳаь разсматриваемыя нами 11 сим-
метричныхъ ирраціоналъгшхъ фунщіи отъ s, и z2 являются 
однозначными, мероморфными функціяма незатаімыхъ перемѣн-
Ш Ш ] , т» или, что то же, аріутнтовъ и и мг. 
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Функціи эти связаны между собою рядомъ простыхъ урав
нений 2-ой степени (числомъ 9), который легко получатся, 
если исключить изъ равенствъ (32), (35') и (36') перемѣнныя 
« 1 и z-2. 

Онѣ обладаютъ по отношению къ аргументамъ и и гѵ (или 
іі и т 2 ) J ) тѣмъ замѣчательнымъ свойствомъ, что еуществу-
етъ три пары величинъ (пары совмѣстныхъ періодовъ) та-
кихъ, что, если одновременно прибавить къ значеньямъ соот-
вѣтственныхъ аргументовъ и и гѵ одно и то же кратное число 
такихъ періодовъ, то величина разсматриваемой Функціи Z 
останется безъ измѣненія. 

Такимъ образомъ всѣ выведенныя нами функцш 2-хъ аргу
ментовъ суть трояко-періодическія, причемъ пары совмѣст-
ныхъ періодовъ почти одинаковы дли всѣхъ 11 Функцій, раз
личаясь иногда только на числовой Факторъ 2. 

Слѣдующія равенства лучше всего пояснять намъ харак-
теръ этой періодичности: 

Za{w-i-2rl0cv, u-+-2o)x)—Za(w, и), 
Zac{w-t-2ripv, м-.«-2ыз)=—ZJji\ м), 
Zi(w-t-2rtxv, u-+-2u)x)=Zi{iv, u), 
Z* 4(м--»-2-/;яу, u+2b>x)=Zx i'w, M), , ß , , = 1 2 a \ 

Z a 4(M'-H2Y^», u-*-2u}ß)=—Z* i{iv, M), ' 1 ' 
Zi, i,{w-t-2rt0lv, u-*-2tày)=Zb i(w, M), 
Z*ßrJC4-2r,xV, M-l-2w a )= Zxß(W, w)= Zß*(lV, II), 
Zxp(tv-h-2t\yV, M-i-2u>7)=Za^ («?, и ) 

и также: для всякаго Z (мч-гтс, ii)=Z(tv, и), кромѣ Z 4 и Zxi, 
для которыхъ Z (м'-нгтс, и ) = — Z ( Î V , и). 

Всѣ указанны я свойства функцій Z будутъ весьма полезны 
при нзсдѣдованіи законовъ вращеньа гироскопа С. В. Кова
левской въ интересующихъ насъ случаяхъ простѣйшихъ дви-

*) Періоды по отношенію незавиеимыхъ перемѣнаыхъ т предетавля-
ютъ лннейвыя комбинаціи періодовъ по отношенію къ » и к. 

(40) 

жеяій. 



— 13 — 

Въ в и д у э т о г о с ъ ц ѣ л ы о о б л е г ч и т ь д а д ь н ѣ й ш і я и з ы с к а н і я 

я п о з в о л ю себѣ п р и в е с т и еще н о в у ю Ф о р м у л и р о в к у р а в е н с т в ъ 

(40), в ы я с н я ю щ у ю з а к о н ы и з м ѣ н е н і я р а з с м а т р и в а е м ы х ъ Ф у н к -

щ й п р и измѣненіи н а п е р і о д ъ т о л ь к о о д н о г о а р г у м е н т а , р а в н о 

какъ о т м ѣ т и т ь тѣ п р и м ѣ ч а т е л ь н ы я з н а ч е н і я , к о т о р ы й п р і о б р ѣ -

таюгь эти Ф у н к ц і и п р и и=и>я, ч т о с д ѣ л а е т ъ в о з м о ж н ы м ъ б о л ѣ е 

б ы с т р о е и н а г л я д н о е п р о и з в о д с т в о в ы ч и с л е н і й в ъ п о с л ѣ -

д у ю щ е м ъ . 

Измѣненіе Ф о р м у л и р о в к и р а в е н с т в ъ (40) л е г к о б у д е т ъ д о 

с т и г н у т о , е с л и а р г у м е н т у го въ н и х ъ п р и д а т ь з н а ч е н і е іѵ—2YJ?\ 

Тогда б у д е м ъ имѣть: 

Z(w,u-+-2iù)=±Z(w—2rtv,ü) (40') 

с ъ п р о с т а н о в к о й и н д е к с о в ъ a, ß , у , 4 и з н а к о в ъ - н и л и — п е р е д ъ 

2 -ой ч а с т ь ю с о о б р а з н о съ р а в е н с т в а м и (40). 

Замѣняя же въ Ф о р м у л а х ъ (35), (36), (37), (38), (ЗУ) ар-
м е н т ъ и черезъ ы съ и н д е к с а м и а, ß, у (1, 2, 3), п о л у ч и м ъ : 

Za(tv,toa)=\l e X—ер V^eä—еѵ 

ZA гѵМа)^Щ°р , 
' ' сЦѵ) cosh(?f—r^v) 

Zc«(w,<aJ=Q, (41) 

Zai(w,m)= v ' — T T \ es—e 

Z « ( w , w e > = — — tgh(w—v;,»), 

1 ) Tgh, cosh означають типербомчесше и cos, т. e. tgh(x)= 
e—е-1 , , е ^ - н е - 1 , snh 

, eosh(.z)= — - — > t g h = — - • 
' 4 J 2 cosh 
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tgh(«-—r nv) Ve 7 —e a V'e7—ез 

гдѣ значевія входящихъ въ Формулы радикаловъ определя
ются согласно съ правилами теоріи эллиптическихъ Фуякцій 
Вейерштрасса. 

Этимъ я закончу чисто-математическую часть своей рабо
ты и теперь перейду къ тѣмъ изысканіямъ о свойствахъ 
простѣйшихъ движеній гироскопа С. В. Ковалевской, которы
ми я хотѣлъ бы «ополнить свои ранѣе о томъ опубликован
ные результаты. 

На первую очередь я поставлю здѣсь разсмотрѣніе движе-
ній 2-ой группы 2-го класса. 



ГЛАВА II. 

Основныя свойства движеній 2-ой группы 2-го класса. 

§ 1. Въ своей первой статьѣ (см. тамъ § 3 гл. II игл. Ill) я 
уже указалъ, сколько мы имѣемъ различныхъ типовъ движе-
ній 2-го класса, и вкратцѣ охарактеризовалъ особенности 
каждаго, но детальное изученье произвелъ только для случая 
т. н. осооо-замѣчательныхъ движеній. 

Въ настоягцій моментъ я займусь болѣе подробнымъ разъ-
ясненіемъ явленія и особенно изысканіемъ основныхъ, наибо-
лѣе важныхъ и характерныхъ свойствъ, общихъ всѣмъ дви-
женіямъ т. н. мною 2-ой группы 2-го класса, свойствъ. обна-
руженіе которыхъ преимущественно въ законахъ колебанія 
полярной оси выставляетъ чрезвычайно нагдяднымъ образомъ 
на видь элементы періодичности. еще сохранившіеся въ дви
жении гироскопа С. В. Ковалевской, и является наиболѣе цѣн-
нымъ результатомъ моихъ трудовъ съ точки зрѣнія общей 
теоріи этого гироскопа. 

Прежде всего я постараюсь дать нѣкоторыя дополненія къ 
отчасти сдѣланной въ ст. 1 предварительной характеристик 
траэкторій точки Оі для различныхъ типовъ движеній 2-ой 
группы, кромѣ исключительнаго случая 2-го рода, гдѣ я удо
вольствуюсь уже евазаннымъ. 

Въ случаѣ (2«.) (см. ст. 1), если движеніе, какъ из-
вѣстно, будетъ асимптотически приближаться къ особо-замѣ-
чательному, соотвѣтствующему постоянному значенію Si=*?i= 
=е±—21* и для котораго всегда гфО. Тутъ траэкторія точки 
Оі въ силу неравенствъ (9) и (13) будетъ вея лежать по од
ну какую-либо сторону окружности S i = 2 Z Â , т.-е. или внутри 
или внѣ ея, въ части плоскости (pjq). заключенной между 
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кругомъ Si—IP и соотвѣтствующей кривой Si=e.-,, состоящей 
здѣсь изъ 2-хъ отдѣльныхъ оваловъ 1). охватывающихъ кругъ 
Si—21* снаружи и внутри. 

Разсматриваемая траэкторія будетъ только 1 разъ прика
саться къ соотвѣтствуюшему овалу Si=es, но безконечное 
число разъ пересѣкать'2) ocbj>(2=0 для s2=—<х>) и окружность 
So=e3. охватывая все болѣе и болѣе тѣсно подходящими коль
цами траэкторію особо-замѣчательнаго движенья—окружность 

Въ томъ же случаѣ (2а). если к^>12, т. е. когда простѣйшія 
движенія даннаго типа будуть асимптотически стремиться къ 
такому особо-замѣчательному: S2—2l-=e±=e3 во все время 

! ) См. чертежъ 1 въ моей первой статьѣ. На освовавіи равенствъ 
(6) нетрудно усмотрѣть, что кривыя »i=const . (const.^>ej) въ данномъ 
случаѣ, какъ и вообще въ случаѣ сѣти 1-го вида, состоитъ каждая 
(кромѣ круга « і = в г ) изъ 2-хъ отдѣльныхъ овалообразныхъ кривыхъ, 
симметрнчвыхъ относительно оси р, помѣщающихся одна внѣ, а дру
гая внутри круга *і=(?і, не пересѣкающихся между собою, но непре-
мѣнно пересѣкающихъ окружность s 2 =(?â и заключающихъ внутри себя 
точки Д , /~4, a внѣ точки f3, f±. 

Чтобы чертежъ 1 вполнѣ соотвѣтствовалъ тексту, его должно допол
нить здѣсь проведеньемъ второго овала (назвавье овалъ употребляется 
лишь въ емыслѣ приблизительной характеристики формы) внутри круга 
Si=ei. Такъ лежащіе овалы мы будемъ наз. внутревними въ отлй-
чіе отъ внѣшнихъ (относительно того же круга). Далѣе въ нѣкоторыхъ 
случаяхъ гл. Ш дооолненіе должно быть еще значительнѣе такъ, чтобы 
имѣть внѣ и внутри круга S i=*i по 2 овала (для кривыхъ Si—e± 
и « і = « 5 ) . 

Подъ шіенеяъ чертежа 1 мы будемъ вседу далѣе подразумевать имеа-
но надлежаще дополненный чертежъ. 

Что касается кривыхъ So=const. («3^>const.^>—оа), то овѣ тоже 
нигдѣ другь съ другомъ не пересѣкаются (какъ это справедливо вообще 
для каждой системы кривыхъ .«=const.) и для сѣти 1 всегда состоять 
каждая изъ 2-хъ частей: 1-го овала внутри круга so=f'3 и другой вѣтви 
внѣ этого круга, всегда пересѣкающихъ кругъ S!=i?i и симметр. относи
тельно оси р. Отрѣзки дѣйствит. оси /3/4 и fifï соотвѣтствуютъ крайнему 
значенію s-2=—<\з. 

і ) Прикосновенье здѣсь невозможно также, какъ точка возврата, 

ибо одновременно съ о = 0 не имѣемъ ^ = 0 . что бываетъ только въ 
at 

исключительныхъ двнжевіяхъ 1-го рода. См. теорему На(1). 
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движенья, для котоізаго всегда # ф 0 , то траэкторія точки Q i 
будетъ вся лежать 1) по одну какую-либо сторону окружности 
s ä =2P въ части плоскости, заключенной между двумя ова
лами Si—es, идущими одинъ внѣ, а другой внутри окружно
сти S)=ei. 

Такая траэкторія будетъ только одинъ разъ пересѣкать ось 
р (въ моментъ, когда s2~—со), но безконечное число разъ 
прикасаться то къ одному, то къ другому овалу Si=e.„ пере
секая s ) въ промежутке между 2-мя прикосновеньями окруж
ность 8г=ві. 

При возрастаніи t къ -t-txs траэкторія точки Q i будетъ 
приближаться къ одной дуге круга .§2=2/*, заключенной меж
ду овалами Si=ea. а при t~—со къ другой дугв, симметрич
ной съ первой относительно оси р . такъ что каждая изъ двухъ 
кривыхъ, могущихъ представлять подвижный годограФЪ со-
отвѣтственнаго особо-замѣчательнаго движенья, будетъ асим-
птотическимъ пределомъ подвижнаго годографа любого про-
стѣйшаго движенья, одна для положительнаго, другая для 
отрицательнаго возрастанья времени. 

Для не асимптотическаго движенья (2Ь), когда особо-замеча-
тельныхъ движеній нетъ, траэкторія точки ß i будетъ вся 
лежать въ части плоскости (род), заключенной между 2-мя 
овалами Si=e 5, охватывающими кругъ st=ei (см. дополненный 
по предыд. чертежъ 1 (1)). 

Она будетъ безконечное число разъ попеременно пересе-

J ) См. тот-ь же чертежъ 1 ст. 1. 
*) Прикосновенье невозможно, ибо г̂ ФфО (См. § 4 Введенья (1 )). 

( £ = § = « ) 
Точка возврата ( -j^=~—0 ) также невозможна, ибо здѣсь нельзя имѣть 

do 
одновременно ни q—-~=0, ни г = у " = 0 . 

Послѣднее въ силу 3-го изъ ур-іи (12) возможно только въ моментъ, 
когда S1+-S-2—е4—е$=-0, но изъ веравенствъ (13) вытеваетъ, что тогда 
s1=e5 )5.2=i?t одновременно, чего нѣгь при разсаатриваемомъ перееѣчевіи. 
Отсюда слѣдуетъ также, что въ сдучаѣ (2а) траэкторія точки Q t во
обще не предетавляегь точекъ возврата, какъ и во всѣхъ другихъ ье 
особо-замѣчат. двяженіяхъ второго класса. 

2 
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кать ось р и окружность Si—es, нигдѣ не имѣя точекъ возвра
та, но зато безконечное же число разъ касаясь поперемѣнно 
то одного, то другого изъ оваловъ Si=es съ непремѣннымъ 
промежуточнымъ пересѣченьемъ круга si=ej. 

§ 2. Во всѣхъ г ) вышеразсмотрѣнныхъ случаяхъ равно какъ 
и въ исключительномъ случаѣ 2-го рода, не смотря на второ
степенный различія, можно однако указать нѣкоторыя весьма 
важныя общія свойства какъ въ конФигураціи сѣтей кри-
выхъ s=const. особенно въ части ихъ. являющейся, т .-с , аре
ной дѣйствит. движеній, т.-е. удовлетворяющей условію e£>Si, 
такъ и въ евойствахъ траэкторій точки û i . 

Свойства эти сводятся 1) къ нѣкоторымъ простымъ, но 
интереснымъ особенностямъ расположенья относительно кри-
выхъ сѣти окружности: xiX2=p--+qi—Jc, на коей должна на
ходиться точка I i i вт> моментъ вертикальности оси (г) (см. 
теорему ѴШа), и 2) къ нѣкоторымъ характернымъ собен-
ностямъ расположенія траэкторій Qi относительно той же 
окружности. 

Для лучшаго уясненія всей картины я представлю здѣсь 
свои выводы въ рядѣ теоремъ, сначала занявшись свойствами 
1) рода. 

Теорема X. Для всѣхь типовъ сѣтей кривыхъ s=const., соот-
вгьтствуюгиихъ движеніяш 2-ой группы 2-ш класса, точки пе-
ресгъченія окружности хіх2=к съ дѣііствителъной осью (р) при
надлежать къ числу точекъ пересѣчетя съ той же осью ова
ловъ Si=e 5 . 

Дѣйствительно, полагая »7=0 въ первомъ изъ выраженій (6), 
получимъ согласно изложенному въ началѣ § 1 главы I 
первой статьи: 

') Переходные къ 3-му классу случаи будуіъ мною рассматриваться 
въ главѣ П І вмѣстѣ съ прочими движеніями 3-го класса, но такъ какъ 
ихъ можно трактовать какъ предѣльные, то всѣ выводы настоящей 
главы, поскольку они сохраняюсь при этомъ свой смыелъ, имѣютъ силу 
и для такихъ переходдыхъ движеній. 
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Если 3h=2124-k, a Si=e5=2(Z2-*-A), то предыдущее равенство 
даетъ: 

2(р2—к)[(Р-+-к)р*+-Щ>+-\—Щ*-+-к)]=0; 

откуда: рх=^\/к, 2h=—\fk, 

l h _ j _ , p i = ^ 

Но точки р=±\'к и суть точки пересѣченія круга ХіХ«—к 
съ осью р. 

Слѣдовательно, теорема доказана. 
Замъчаніе I . Для исключительныхъ движеній 2-го рода, т.-е. 

когда ?--+-&<1. оетальныя 2 точки (рз и Р і ) пересѣченія ова
ловъ Si=e 5 съ осью ]) мнимы. Въ зтомъ елучаѣ согласно съ 
съ чертежомъ вторымъ ') ст. 1 мы имѣемъ только одинъ 
дѣйствительный овалъ Si=e-„ черезъ обѣ точки пересѣченія 
котораго съ осью р и проходить ташшъ образомъ окруж
ность Х\х2-=к. 

Для прочихъ типовъ движеній 2-ой группы 2-го класса 
всѣ 4 точки (pi, pi,р3,pt) будутъ дѣйствителыіы, причемъ 
двѣ изъ ніт будутъ точками пересѣченія съ осью р онѣш-
няго по отногиенію къ кругу Si=ei овала Si=eD; a другія двѣ 
внутренняго. 

Какія изъ точекъ (ih, р-і, рг, р£) будутъ принадлежать внѣш-
нему, вакія внутреннему овалу, всего проще будетъ устано
вить послѣ доказательства послѣдующихъ теоремъ, которыми, 
какъ мвѣ кажется, достаточно разъясняется вопросъ о взаим-
номъ расположеніи круга х^—к и элементовъ сѣтей s=eonst. 

Теорема XI. Еромѣ указанных» въ теоремѣ X не существует* 
никаккхъ друшхъ точекъ. обшихъ у опалоѳъ sl=e:, съ окруж
ностью Х\Х±—к. 

') На фягу]іѣ (2) кривыя s=const. состоять каждая изъ только 
одной дѣйствит. линіи. Отрѣзокъ дѣйствит. оси fif'y соотвѣтствуетъ здѣсь 
зваченію s 2 = — с о . Для остальвыхъ кривыхъ сѣти значенія Si изиѣ-
ИЯІОТСЯ отъ ег до - t - œ . a % огъ — о с до. ег. 
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Для доказательства составимъ выраженіе черезъ Х\ и 
для: (si—es)(s2—е 5)—1. 

На основаніи равенствъ (6) послѣ нѣкоторыхъ преобразо-
ваній получимъ, полагая ЪІх—ІР-л-к: 

(xi—#2)2[(si—e5)(s2—e5)—1]=4(Ä;—ЖІЖ2)[(А-Ь^)(^—Xia?2)-t-

-b?(iCi-*-a;2)-*-l]. ( 4 2 ) 

Если ХіФХо, но Ж і Х 2 = А , то должно имѣть: 

(Si—e5)(s2—e5)—1—0, 

при чемъ s 2 непремѣнно конечно. 
Но тогда при Si=eb предыдущее равенство даетъ 1=0, чего* 

быть не можетъ. 
Слѣдовательно, у нашей окружности нѣтъ другихъ обпгахъ 

точекъ съ овалами Si—въ, кромѣ лежащихъ на дѣйствитель-
ной оси. 

Замѣчаніе II . Въ силу симметріи относительно оси (р) точкіг 
jh и р-2 суть точки прикосновенія окружности %іХ$=к и ова-
ловъ Si==€5 кромѣ елучаевъ (см. далѣе гл. ИТ), когда овалъ 
имѣетъ здѣсь точку возврата. 

Теорема XII. Точки пересѣченія круга ХіХ2=к и тѣхъ окруж
ностей s=li-t-k±^(l±-¥-k)i—\=еа ( а < 3 ) , которых существуют^ 
въ сѣтяхъ кривыхъ s=const., будутъ дѣйствителъны для ne пере-
ходныхъ кь 3-му классу елучаевъ только при условіи \<^Шг, т.-е. 
въ случать (26) не асимптотического движенья. 

Терема ХІГ. Въ этот послѣднемъ случаѣ вся» 3 круга: ХіХ=к, 

Si—P-t-k-t-^ÎP-t-k)2—1=бі и s 2=ü 2-i-fc—Ѵ(^-ь&) 2—l=e.! имѣють 

одну общую радикальную ось: р — — • 

Такъ какъ на основаніи равенствъ ( 8 ) ур-ія окружно
стей з=ея будутъ (если 3h=21r-t-k) вида: 

[ / 2 - * - u ± \ A 7 2 - t - & ) â - l ] [ x l X r + 4 * j : \ f < P + k S — ІІЧ-ЦХІ-І-Х^О, 

гдѣ должно брать одновременно или верхніе или нижніе знаки, 
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то, полагая въ нихъ ХіХ$==к, получимъ l-*-l(Xi-+-Xz)=Q; от-

куда р = - ~ -

Подставляя это значеніе р въ ур-іе Х\Х2=к, найдемъ 

что и доказываетъ требуемое. 

Заиѣчаніе Pl. Окружностей s = e a разсматриваемаго типа 
нѣтъ только въ случаѣ исключительнаго движенія 2-го ро
да (Рн-&<1); въ случаѣ (2а) будетъ всегда одна подобная 
окружность: S i = e 3 при условіи 1?>к, и S i=e i при условіи ?*<fc 
(См. § о главы II ст. 1), но она не будетъ пересѣкаться съ 
кругомъ Х\Хо=к, какъ и въ переходномъ случаѣ P-t-k—l. 

Для переходнаго случая 1=Ш* точка пересѣченія ея съ 
кругомъ Хіх-2=к обращается въ точку касанія и будетъ 
дѣйствит.. совпадая съ точкой, отмѣченной въ послѣдующей 
теоремѣ. 

Теорема ХШ. Хорда, соединяющая точки пересѣченія круга 
XiXi=k и окружности (20а) Si (им s2) =e 4=2Z 2 , проходить 
черезъ иентръ эллипса (21а) (см. § 3 гл. I I ст. Т). 

Пересѣченіе всегда аіъиствгітелъно, если дѣйствит&іъна окруж
ность (20а), т-е. если 1>4Ä:Z- (случаи существованія особо-
замѣчателъныхь движенш). 

Такъ какъ для разсматриваемыхъ случаевъ ур-іе окруж
ности Si (или Si)==2P будетъ (см. тамъ же) 

(20а > (р*+с/-)1+р-*-М=0, 

то общая координата р точекъ пересѣченія будетъ: 

р=—2Ы, 

а абсцисса 

g=±V'fc( l—Ш% 

что и доказываетъ теорему. 
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Заиѣчаніе IV. Отмѣченныхъ здесь точекъ пересѣченія не 
будетъ, следовательно, существовать только въ случаѣ (2Ъ\ 
когда за то существуютъ точки, отмѣченныя въ теоремѣ X I I . 

Такимъ образомъ пересѣчевія одного рода исключають на
личность другихъ и обратно, кромѣ переходнаго случая 

Теорема XIII'. Круги XiX2=k и (20а) пересѣкаются ортого
нально. 

Это слѣдуетъ изъ того, что координата р центра круга (20а) 

равна — і ) q—0, a радіусъ р определяется соотношеніемъ: 

Слѣдовательно, треугольникъ, имеющій вершинами центры 
обоихъ круговъ и одну изъ точекъ ихъ пересеченія, будетъ 
прямоугольнымъ. 

Заиѣчаніе I V . Такъ какъ здесь I -щ- ) то центръ круга (20а) 

лежитъ вне окружности ХІХ°—1І. ДЛЯ переходнаго къ 3-му 
классу случая 1=4&Р центръ круга (20а), который тогда весь 
приводится къ одной своей центральной точке, лежитъ на 
окружности Х\Хз==к въ одной изъ точекъ ея пересеченія съ 
осью р и служить одновременно центромъ эллипса (21а). 

§ 2а. Изъ доказанныхъ теоремъ вытекаютъ следующіе един
ственно возможные для движеній 2-й группы 2-го класса виды 
расположенія круга *) XiX>=k и элементовъ сетей кри-
выхъ s—const. 

1) Для исключительныхъ движеній 2-го рода кругъ ХіХг=к, 

1 ) На всѣхъ чертежахъ этого § кругъ х-іх-х==к обозначается бук
вой (а) съ индексами 1 или 2, если о его расположении можно сдѣіать. 
два допущенія. 

откуда: 
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т а к ъ с к а з а т ь , з а к у п о р и в а е т ъ собою н а и б о л ѣ е узкую г о р л о в у ю 

ч а с т ь о в а л а 1 ) S i=e 5 . См, Ф и г у р у 3. 

Фигура 3. 

2) Для асимптотическихъ движеній (2а). при условіи Іг^>к. 
круп. Х\Х'>=-к можетъ загораживать собою какой-либо одинъ 
изъ д в у х ъ s ) наиболѣе узкихъ промежутковъ между внѣш-
нимъ и внутреннимъ овалами s 1—еъ. Какой именно—это за-
виситъ отъ соблюденія тѣхъ или другихъ неравенствъ между 
постоянными к и I. См. Фигуру 4. 

2') Для случая же (2а), при условіи кругъ ха^—к 

') Этотъ овалъ на черт. 3 изображена лишь отчасти. Точно также 
на веѣхъ слѣдующихъ чертежахъ внѣшвік овалъ изображается не сполна и 
въ схематическом, видѣ. Очертанія ввутренняго овала тоже всюду лишь 
приблизительные. 

-) Для переходнаго случая ï 2 - t - £ = l кругъ * І — е 3 стягивается въ одну 
точку, такъ что кругъ XiX>-=J; будетъ непремѣнно занимать поюже-
ніе (в.,). 
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Фигура 4. 

или ') охватываетъ вплотную внутренній или загораживаетъ 
собою горловую часть внѣшнаго овала. См. Фигуру 5. 

3) Для случая (2Ъ) не асимптотическаго (колебательнаго) 
движенія кругъ хіХо-=к, всегда охватывая собою внутренній 
овалъ Si=€i, прикасается или съ одной или съ другой стороны 
къ внѣшнему овалу. См. Ф и г у р у 6. 

§ 3. Теперь я перейду къ выводу теоремъ о свойствахъ 
траэкторій точки і і х относительно круга X\Xg==k. 

Теорема XIV. Во всіьхъ случаяхъ движенгй 2-ой группы 2-ю 
класса, кромѣ нгькоторыхъ переходныхъ формъ (см. замѣчаніе V), 
кругъ XiX>-==k расположенъ такъ, что тражторіяâ) точки Hi 

' ) Для случая l2-+-k=\ кругъ si—e\ стягивается въ одну точку, такъ 
что для круга ХіХ2— к останется только положеніе (ai) . 

'*) Здѣсь необходимо и*ѣть въ виду, что подъ имевемъ траэкторін 
подразумѣвается вся совокупность положений движущейся точки, т.-е. 
каждая вѣтвь входить въ составь траэкторіи столько разъ, сколько разъ 
она описана при движеніи. 
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всегда должна и при томъ безконечное число разъ перестать 

его какъ при особо-замѣчате/ѣныхъ, такъ и при обыкновенныгъ 

простѣтиихъ движеніяхъ. 

Теорема эта прямо слѣдуетъ изъ разсмотрѣній §§ 1 и 2. 
Замѣчаніе V. Въ переходныхъ къ 3-му классу случаяхъ, 

асимптотическихъ къ пермавентнымъ вращеніямъ, т.-е. когда 
Р-і-к=1, теорема XIV" не имѣетъ мѣста, такъ какъ тутъ по
добное пересѣченіе, и то только конечное число разъ, воз
можно лишь для нѣкоторыхъ стадій движенія. 

Для переходныхъ случаевъ вида 1=ШІ особо-замѣчатель-
ныя движенія, которыя тутъ суть исключит. 1-го рода, тоже 
представляють исключеніе изъ теоремы по отношенію къ 
безконечности числа пересѣченій. 

Заиѣчаніе V. Должно, впрочемъ, замѣтить, что вообще для 
особо-замѣчательныхъ движеній, а также для всякихъ строго-
періодическихъ Ф о р м ъ это пересѣченіе, даже если оно совер-
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шается безконечное число разъ, имѣетъ мѣсто только въ-
нѣкоторомъ конечномъ числѣ точекъ. 

Теорема XV. Для всѣхъ движеній 2-ой группы 2-го классат 

кромѣ особо-замѣчателъныхъ, между каждыми двумя такими 
пересѣченъями тражторги ih съ кругош ХіХг—k, которыя оба 
или еоотвѣтствуютъ вертикальному положению от (г) или 
нѣтъ, должны іьмѣть мѣсто mi перечѣченій той же траж
торги съ осью р и касангй съ кривой S\=e-,, при чет сумма-
mx-t--m-t есть число четное. 

Теорема XV'. Справедлива также и обратная теорема. 
Такъ какъ изъ ур-ій (W) слѣдуеть, что 
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откуда после легкаго преобразованія: 

г з ? д ) » { — е,)(я2—e4)-I- v'(-s,—e,)(.s.-g.-,)] 2—} 

(43) 

5 = f o — ^ ) 2 { te—^-vVsi—e5Y^>—e5)]ä-4A-21 
" 2 " 4/,'(*,) 

гдѣ первый изъ радикаловъ мнимъ, а второй дѣйствителенъ 
въ силу неравенствъ (13). 

На основаніи равенствъ (8) всегда будемъ имѣть для раз-
сматриваемыхъ движеній: 

,;, г; s nlXiXi-t-k Х\-+-Х* ,.0,. 
sVCsi—вО^—ß4>=2? ~ — - _ 4 - _ _ - , (43') 

3/1—3/2 2<1—3/2 

такъ какъ здѣсь еі—21'2=ех, гдѣ e 2 одинъ изъ корней ур-ія 
ç ( s ) = 0 , и 3? 1=2/ 3-і-&. Множитель £ можетъ имѣть постоянное 
значеніе-ьили—1, которое сейчасъ намъ нѣтъ надобности 
опредѣлять точнѣе. 

Что касается радикала ѵЧ«і—e&X*t—es); т 0 н а основаніи со-
отношенія (42) очевидно, что въ моментъ, когда Х\Хі=к, абсо
лютная его величина равна 1. разъ при этомъ дФО. 

Также нетрудно установить, что знакъ этого послѣдняго 
радикала не остается постояннымъ, но мѣняется 1) въ мо
менты достиженія перемѣнной Si значенья es, т.-е. когда тра-
экторіа Q] прикасается къ одному изъ оваловъ Si=e;., и 
2) въ моменты пересѣченія той же траэкторіей оси р, т.-е. 
когда Si——сс(о=0). 

Действительно, перемѣна знака выраженія V(Si—e-^s-,—е5) 
возможна только въ указанные моменты, когда она и происхо
дить, ибо после достиженья переменной S\ ея крайняго зна-
ченія е 5 изъ ур-ій (2) следуетъ необходимость перемены знака 
у і ^ ё ^ при неизменности знака \s-x—е-„ а по доетижевіи пе
ременной s* значенія — sc необходимость перемены знака 
\'s-j—е~, при неизменности знака —е 5 , 
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Но такъ какъ въ силу принатыхъ при выводѣ ур-ій 
(2) условій 

е 5 Х»2 —es)=\/s1-^€S V/S2—e5, 

то наше утвержденіе о знакѣ радикаловъ можно считать 
доказаннымъ. 

Далѣе непосредственнымъ вычисленіемъ величинъ у и у' 
изъ равенствъ (43) (Çi , 2 =( / )±èg) 2 H-y±eY) легко обнаружить, 
что для не особо замѣчательныхъ движеній при любомъ зна-
ченіи множителя £ ( ± 1 ) знакъ 2-го радикала всегда можно 
подобрать такъ, что въ моментъ, когда ХіХо=к, обѣ эти ве
личины будутъ равны 0. Цри q=0, р=±^к необход. у = у ' = 0 . 

Если теперь принять въ расчета вышеустановленный за-
конъ измѣненія знака радикала ^(Si—ea)(ß2—е5), то теорему 
можно считать доказанной (касаніе экв. 2 пересѣченьямъ). 

Занѣчаніе VI. Для особо-замѣчательныхъ движеній, когда по
стоянно V(Si—ei)(S2—e4)=0, всякое пересѣченіе траэкторіи i î i 
съ кругомъ XiX-2—k соотвѣтствуетъ вертикальности полярной 
оси (г), ибо въ этомъ случаѣ вычисляемыя изъ Формулъ 
(43) значенія у и у 1 при всякомъ знакѣ 2-го радикала обра
щаются въ 0, когда Х\Х2—к. 

Т. о. для особо-замѣчат. движеній періодическаго характера 
въ исключительномъ случаѣ 2-го рода на каждый полный 
оборотъ точки Оі приходится по 4, а во всѣхъ остальныхъ 
случаяхъ по два вертикальныхъ положенія оси (г). 

На основаніи теоріи особо-замѣчательныхъ движеній (см. 
§ 3 гл. I I ст. 1) слѣдуеть, что для исключит, случаевъ 2 вер-
тик. положенія оси (г) будутъ одного направленія (вверхъ), 
а 2 другаго (вннзъ) съ промежуточной горизонтальностью, 
для случая (2а) при Z2>& одноименныя вертик. положенія безъ 
горизонтальнаго и для случая (2а) при Іг<$ разноименные 
вертик. съ промежут. горизонтальнымъ ( г = у " = 0 ) . 

При &=0 (переход, къ 1-ому классу) число вертик. поло
жений оси (г) вдвое менѣе, ибо они тутъ попарно сливаются. 

§ 4. Для выясненія порядка смѣны во времени вертикаль
ныхъ подоженій полярной оси гироскопа, равно какъ для 
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посидьнаго раскрытія и нѣкоторыхъ другихъ законовъ изу-
чаемаго явленія я постараюсь на основаніи общихъ Ф о р -
мулъ С. В. Ковалевской и F . Kötter'a и приведеннаго въ 
главѣ I настоящей статьи рѣшенія задачи обращенія для 
частнаго вида гиперэллиптическихъ Ф у н к ц і й составить вы-
раженія въ Ф у н к ц і и времени для всѣхъ *) величинъ, харак-
теризующихъ разсматриваемыя простѣйшія движенія. 

Чтобы сдѣлать свое изложеніе объ этомъ болѣе удобопо-
нятнымъ, я сначала напишу шесть заимствованныхъ изъ 
статьи F. Kötter'a Ф о р м у л ъ , дающихъ выраженія для вели
чинъ р, q, г (проэкцій угловой скорости О на оси инерціи) 
и у, Y , у" (cos угловъ этихъ осей съ направленіемъ внизъ 
вертикали) черезъ вспомогательный перемѣвныя С. В. Кова
левской Si и So, и вкратцѣ напомню способъ и х ъ вывода. 

Эти Ф о р м у л ы будутъ пригодны во всѣхъ с л у ч а я х ъ , кромѣ 
т. н. мною случаевъ 3-го класса, когда онѣ дѣлаются не
определенными. Первыя двѣ изъ нихъ легко получаются 
изъ ур-ій ( 8 ) , если ввести всегда осуществимое условіе 

Ѵ/2Іх )/ёТ \fêl=2l (44). 
Тогда будемъ имѣть: 

гдѣ 

Pa==\/(Sl—ея)(8,-<Г)=фх—€а Xsf-ea, <f(e*)=0, но о'(е я)фО. 

Если въ ур-іи ( 7 ) сдѣлать z=s. то на основаніи равенствъ 

1 ) Кромѣ прецеесіи, свойства которой въ настоящей работѣ совсѣмъ. 
не затрогиваются. 
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(6) въ той ихъ Формѣ1). которая отмѣчена мною въ § 4 Вве-
денія ст. 1, безъ затрудненія получимъ: 

агі—х-> у/о V?CSi) L J 

(45') 

Яі—a?s \'2\'o(s2) 1 1 

n . ѵ'Д(ііТ ^Щьо 
Отсюда нетрудно вывести выраженія для — - — и — - — въ 

Х\—Х2 Х \ Х-2 

Функціи Si и s-2, предварительно выразивъ с ъ помощью ур-ій 
(8) вторыя части равенствъ (45') черезъ эти перемѣнныя. 

Точно также путемъ почленнаго перемноженія тѣхъ же 
2-хъ равенствъ и сравненія первой и второй части вновь 
пояученнаго легко установить, что радикалы ѴсФ) и Ра свя
заны при наличности условія (44) слѣдующимъ тождественнымъ 
соотношеніемъ: 

V ^ s ô . V ç ( s ^ = P i - Р а . Р з - 2 ) . (45") 

Далѣе при помощи послѣднихъ двухъ изъ Формулъ (12) 
получимъ 

V I '» 

(46) 

V \ '* v 

1 ) См. статью F . Kötter'a. стр. 216, 17. 
Также мое еочивеніе „Задача о двнженіи тяжелаго тв. тѣла около 

неподвижной точки". Стр. 84. 
2 ) Отсюда слѣдуеть, что всегда можно полагать: 

у o(s) —\'s—«iVs—e-,\/s—€3. 

Это вполнѣ опредѣлитъ смысла выражешя V Щх) черезъ радикалы ys—е^. 



гдѣ 
Pi_PfiP;\ S, S, i 

S=\/^7i^s^^ï^\/s^i\/s^e~b = V'çCs) V'Cs—e*)(s—eîj, ') 

a, ß, у=1,2,3 а # р ф у , e4=3/i—fc, e5=37i-+-fc. 

Ур-ія (10') послѣ нѣкоторыхъ упрощеній на основаніи 
тождества 2 ) 

* ( 2 ^ . ) Ч ^ ) Ч 2 ^ М ' 
гдѣ Р а 4 и Рх:, суть обозначенія эквивалентный съ Pß-V если 
индексъ ß замѣнитъ черезъ a, а у черезъ 4 или 5, дадутъ: 

§ 4а. Въ виду того, что во всей 2-ой главѣ мы занимаемся 
только опредѣленнымъ частнымъ случаемъ движенія гироскопа 
С. В. Ковалевской, соотвѣтствующимъ 3) условію е 4=3?і—k=2l-
иля, что то же, ср(е 4)=0 (2-ая группа 2-го класса), то мы всюду 
здѣсь можемъ брать ДИФ. ур-ія для онредѣленія перемѣнныхъ 
s въ слѣдующей простой 4 ) Формѣ: 

d S l • rfs» =~\<2Ж 

(48) 

( S r - 2 Z i ) V ' ( Ä ^ Ö № = Ä ) ^ ' 

!) —e4)(s—f5j=V s—^V'-9—e5 означаетъ ютъ радикалъ, который 
входить въ формулу (12) и, слѣдовательно, въ (43). 

Между 12 выражениями Р существуетъ 10 соотношеній, вручаю
щихся путемъ исключенія s и аналогичныхъ упомянутшгь въ 1-ой главѣ 
соотношевіямъ 2-ой стеаевн между функціями Z. 

3 ) См. § 2 гл. П. (1). 
*) См. § 1 гл. Ш (1). 



гдѣ 

а радикалы, входящіе въ эти ур-ія, связаны съ радикалами 
предыдущаго параграфа такими тождественными соотноше-
ніями: 

гдѣ индексъ Л можегь имѣть значеніе: 1,2,3,4, а индексъ а 
указываетъ на соотвѣтствующій корень многочлена S*, мы 
придемъ къ ур-іямъ (48), то всѣ найденный въ главѣ I вы-
раженія для ФункпДй Z могуть въ данномъ случаѣ служить 
намъ для вычисденія въ Функціи времени Р предыдущаго §, 
а именно мы будемъ имѣть: 

u=J^-J, w— ~ХХѵ)-^-гсй, (49) 
Ѵ2 \'2 

если обозначить черезъ t0 и и-0 постоянныя интеграціи, 

*) Послѣднее равенство есть сіѣдствіе предшествующаго, въ силу 
коего два дѣйетвит. радикала равной абсолют, величины Ѵ$і—е* и 

\'si—(или 2 мним. \'s-2—et и \'s2—е.Д образуя положит, (отрицат. 
so—2lz) произведеніе S i — 2 P , не могутъ отличаться знаками. 
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гдѣ индексы Ь и а пграють роль, а н а л о г и ч н у ю роли а и Л. 

Для большей ясности я н а п и ш у здѣсь р а в е н с т в а 

9 

устанавливающая соотвѣтствіе между индексами я и Л (пли 
Ъ и а ) , въ раскрытой Формѣ. 

1) Если 72-t-7i<l, т . - е . сЛгя исключительныхъ движеній 2-ю 
рода, будемъ имѣть: 

ег -н е 4 = е і -»•• С] =ез-+-е3=е4-+-е.к=е,-,-*~е2. 

2«) Если / 2 н-&>-1 и т . - е . <Ш асимитотическаю сли
чая, получимъ при 1'2^>к 

ei -+-e4=e2-f-eo=e3-i-ei=e4-i-e4=e5-+-C3, 

а при ? 2<Х-

е і - + е 2 = е 2 - * - в і = е з - і - е 4 = и далѣе слѣдуютъ суммы предыдущаго 
ряда. 

2Ь) Е с л и ? ä-4-fc>l и 1 < 4 № («e асимптотическое движете'), 

еі-^-е-2^еі-+-еі=е3-*-еі-=п далѣе по предыдущему. 
Умѣя теперь соотвѣтствующіе Р выражать въ зависимости 

отъ времени, мы б е з ъ труда найдемъ по Формуламъ (45), 
(46J и (47) подобный выраженія и для р, q, г, у, у 7 , у", ') ко
торых, какъ и должно было ожидать, оказываются однозтчными 
и мероморфными функциями перемѣннаго t, вообще говоря, не 
пергодическаго характера. 

Для приданія имъ полной законченности останется только 
опредѣлить значенья п р о и з в о л ь н ы е постоянныхъ 4 и м>0 въ 

1 ) Эти выраженья будутъ ииѣть мѣсто только для непереходныхъ къ 
3-му классу елучаевъ, однако всѣ выводы, получаемые отсюда дутеяъ 
иредѣльиаго разсяогрѣнія, нмѣюгь полную силу и для переходных!, 
елучаевъ. 

3 



зависимости отъ начальныхъ данныхъ и точный смыслъ г ) 
3-хъ входящихъ въ наши Ф о р м у л ы постоянныхъ радикаловъ: 

ѴеГ, 

удовлетворяющихъ условію (44). 
Я это сдѣлаю сейчасъ для всѣхъ непереходныхъ движеній изу

чаемой группы, кромѣ особо-замѣчате.іъныхъ, какъ уже достато
чно гізслѣдованныхъ. Для этихъ послѣднгіхъ отмѣчу только, что 
они соотвѣтствуютъ значенгю гѵ0=±іэо. 

1) Въ исключительныхъ случаяхъ 2-го рода согласно резуль-
татамъ § 1 г л . Ш ст. 1 будемъ имѣть, если за начальный 
моментъ выберемъ моментъ прохожденія точки І2і черезъ 
одну изъ исключительныхъ точекъ 2-го рода: 

к = 0 и - Ш = е 2 г г ° ' о т к у д а ^ ^ é o ' 

Такъ какъ въ силу свойствъ Функцій G выражения 

Р 2 = —Хі и Р 3 = - Z 3 

будутъ здѣсь комплексны и сопряженны, то произведете ихъ 
Р2 Р% будетъ величиной положительной и потому на осно-
ваніи двухъ послѣднихъ соотношеній (8) произведете корней 
Ve2 и Ѵбз должно удовлетворять слѣдующему условію: 

Ѵво" V f c — 1 . (50) 

Изъ условія (44) получимъ затѣмъ: 

V e . = - t y 2 , 2 ) (50') 

что позволить точно опредѣдить знакъ произвольной посто-

! ) Опредѣленвый для каждаго случая движенья выборъ знаковъ у 
этихъ радикаловъ имѣеть цѣлью сегласованье тѣхъ постоянныхъ правнлъ, 
которыя опредѣляютъ всѣ величины и знаки входящихъ въ формулы 
эллипт. ф. времени, съ возможнымъ разнообразіемъ начальныхъ условій 
движенья. 

*) Для этого случая множитель г въ формулѣ (43') равенъ, оче
видно, — 1. 
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янной ec" съ помощью перваго изъ равенствъ (8), если взять 
его для момента непосредственно слѣдующаго за начальнымъ. 

Что касается окончательнаго опредѣленія смысла радика-
ловъ Ѵб2 и Ѵез, то это легко можно произвести съ помощью 
2-го пли 3-го изъ соотношеній (8). 

Аргументъ V будетъ здѣсь нѣкоторой вполнѣ опредѣленной 
дѣйствительной величиной, заключенной между 0 и ы2 (см. 
§ 1 гл. Ш ст. 1). 

Періоды 2tO[ и 2со3 комплексны, дѣйствителенъ лишь періодъ 

ds 
V(A-s)[s(s—Л>+-1] 

2a) Въ случаѣ (2а), если за начальный моментъ выбрать 
тотъ, когда ^ = 0 (s2=—со), то постоянная t0 будетъ равна: 

*ю со 
dz 

\~2~2~J Ѵ(А * К » - Д ) i IS J \ L - , ,tis--,r. 
—CO -1(1 

2 
г д ѣ « ю = ^ А — zl0 есть начальное значеніе перемѣнной s b 

всегда удовлетворяющее неравенству 2/ а <?ю<Д(ез < 0' іо<е2) ' 
а знакъ радпкаловъ явно не проставлепъ. 

Иначе 

4 = Г . - ^ - Г . Л _ . = ± ( с о з - , о ) , 

''І 
гдѣ 

-10 

Z ,'/з 

т.-е. въ данномъ случаѣ всегда дѣйетвительная и положи
тельная величина. 

3* 

file:///~2~2~J
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Въ Ф о р м у л ѣ ( ^ = \ д о л ж н о б р а т ь какой-либо одинъ знакъ 
\ Ѵ 2 / 

сообразно съ начальными условіями (начальнымъ знакомь 
радикала і 8) задачи. 

Пзъ условія q=0 при t=0 будемъ имѣть: 

e w "4±(w 3 —то)—ѵ]-+е~ и '° с [ ± ( ы 3 - т о ) -м; ]=0 , 
откуда 

1 1 

Kt = I g[±((Os—To>H-y] 1 2 . = J g 3(^+To) \ ±-г,гѵ 
Ig[±(w 3—то)—V] I i a 3 { v ± - 0 ) \ 

Такъ какъ (для момента £=0) результаты почленнаго дѣ-
ленія 2-го и 3-го (въ случаѣ /\>&) или 1-го и 2-го (при к~>1-) 
изъ равенствъ (8) будутъ вполнѣ опредѣлеины, кромѣ Факто-
ровъ \'е-і и Ѵез въ 1-омъ и Ѵеі.уег въ 2-омъ сдучаѣ, то со
образно съ характеромъ начальныхъ данныхъ, точнѣе сказать 
сообразно съ тѣмъ, внѣ иди внутри круга sL>=e3 (1 -ый слу
чай) или S i=6 i (2-ой) находится начальное положеніе точки 
û i , будемъ имѣть для произведенія этихъ Факторовъ значе-
ніеч-или—1. 

Пзъ условія (44) тогда будетъ соотвѣтственно слѣдовать 

такое опредѣлепіе радикала \JW изъ 3-го корня ур-ія cp(s)=0: 

V '2P= или 

Знакъ постоянной е*0 теперь будетъ вполиѣ опредѣленъ 
изъ соотвѣтствующаго корню e a = 2 Z 2 равенства (8), если 
разсмотрѣть его для момента непосредственно слѣдуюгдаго 
за начальнымъ. 

Аргументъ V при Г 2>& есть комплексная, а при к>>Р нѣ-
которая действительная величина, которую можно считать 
заключающейся въ предѣлахъ О и wi. 

Періоды 2ы 2 и 2ы 3 комплексны, а 

f ds 
J V'(A-S)[s(s-—s)[,s'(s—A)-+-l] 



26) Для случая не асимптотическаго движенья, опредѣдяя 
А) и Wo также изъ условія: 

г д ѣ 

получимъ 

гдѣ г; комплексное количество, коего дѣйствительную часть 
можно считать равной щ. 

Произведеніе Ф а к т о р о в ъ Ѵ<?і. Ѵ'ез здѣсь тоже можетъ быть 
равно и- или —1. 

Точно также и \'2І* въ силу условія (44) можетъ быть соот-
вѣтственно равнымъ ^2 или —/^2. 

Дѣйствителенъ періодъ 2wi, какъ и въ предыдущемъ слу-
чаѣ. 

§ 5. Чтобы утилизировать найденное рѣшенье прежде всего 
съ цѣлью раскрытья законовъ періодическаго характера, про
являющихся въ разсматриваемыхъ движеніяхъ гироскопа 
С. В. Ковалевской, я составлю путемъ исключенья количества 
е'" изъ Ф о р м у л ъ предыдущего § нѣсколько новыхъ соотноше-
ній, который, очевидно, будутъ имѣть силу для веѣхъ движе-
ній (и переходныхъ) данной группы, кромѣ асимптот, къ пер
манент, вращеньямъ. 

Собственно говоря, кромѣ ур-ій 4 алгебраическпхъ инте-
граловъ такимъ путемъ можно составить только одно неза
висимое соотношеніе между величинами p. q, г. у, у7, у'', съ 
КОЭФ., зависящими отъ и. 
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Соотношение это представляетъ интеіралъ 1-го изъ yp-iü (48), 
получаемый на основаніи теоремы о сгоженги эллиптич. функ-
цгй. Однако съ помощью ур-ій â-хъ алг. интеграловъ ему мтутъ 
быть придаваемы довольно разнообразный формы, въ которыхъ 
зависимость коэффиціентовъ отъ времени будешь всегда періодиче-
скаю характера. 

Остановимся сначала на той, которую оно получить, если 
въ немъ оставить только величины р и q. 

Для вывода ея проще всего воспользоваться такимъ тождест-
вомъ (39): 

гдѣ Ра п Рь могутъ быть въ свою очередь замѣнены ихъ 
выраженьями изъ ур-ій (8), если подъ еа и въ подразумѣвать 
корни ур-ія cp(s)=0, оставшіеся за выдѣленіемъ корня ÏI-. 

ІІосіѣ нѣкоторыхъ сокращеній получимъ въ концѣ кон-
цевъ: 

Въ виду свойствъ функцій и коэффициенты этого ур-ія будутъ 
сохранять свои значенія неизмѣнными для моментовъ и, и-*-4ш>, 
гя-8со 2

 и т - Д- в ъ исключительномъ случаѣ 2-го рода и для мо
ментовъ и, «-»-4coj, гг-*-8ы! и т. д. въ прочихъ случаяхъ 2-й 
группы 2-го класса. 

Такимъ образомъ мы будемъ имѣть слѣдующую теорему: 
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Теорема XVI. Для ваъхъ не асимптотическихъ кг перманентнымъ 
вращенъямъ движенгй 2-й группы 2-го класса ') на экваторіалъ-
ной плоскости гироскопа существуешь семейство окружностей 
(51) такою свойства, что пересіьченіе тражторіи Hi съ каж-
дымъ изъ представителей этого семейства непремѣнно 2) повто
ряется черезъ промежутокъ времени, равный двойному дѣйстви-
телъному пергоду соотвѣтствующахъ движенію эллиптнческихъ 
функцій, помноженному на Ѵ'2. 

Too рема XVII. При исключителъныхъ движеніяхъ 2-го рода точка 

il, въ моменты T=('2ii4-l)iùJ\/2 3 ) находится на окружности 
XiX-i^^Jc* 

Такъ какъ въ этомъ случаѣ индексы въ ур-іи (51) имѣютъ 
слѣдующее значеніе: «=2 , л = 1 . Ь—Ъ, р.=3, ѵ=2 (см. § 4а). 
а аргумента и при t=T равенъ —(2w-bl)wL.. то для этихъ 
моментовъ мы получимъ: 

1 ) Такъ какъ ур-іе (51) и всѣ его видоизмѣненія сохраняют, свою 
форму и для яредѣльнаго случая, то всѣ теоремы вастояшаго § имѣютъ 
силу для соотвѣт. переходвыхъ движеній (1=4А - Г 2 ) . 

'-) Такое повторевіе ее исключаетъ, вообще говоря, возможности пе
ресеченья и въ нѣкоторые другіе моменты. 

3) п означаетъ любое цѣлое число. 
4 ) Halphen, loco citato. Стр. 191, 192. 



— 40 — 

суть здѣсь двѣ сопряженныя J) величины, что будемъ далѣе 

помѣчать знакомъ V • 
На основаніи равенствъ § 4а будемъ имѣть: 

Ѵеі—е-2 —\Ub—e-2 = Ѵ е з и \/е3—е» = Ѵ / е з — е з = \ е * . 

Такъ какъ произведете Ѵе? = 1, а произведенье 

Ѵйо Ѵ е з = — 1 по условію (50), то 

Ci(lûo) C 3 (tÙ2) , . , , - . . л 

Ve 3 V fia 
но 

V ез^і(м 3) — V еіСз(ы>2)Ф0. 

Сдѣдовательно при t=T 

•i\Xi=k, 

что и требовалось доказать. 

Замѣчаніе. Для исключптельнаго случая '2-го рода кругъ 
ХіХ>=к играетъ т. о. роль какъ бы двойной окружности въ 
семействѣ (51). 

Онъ является здѣсь единственнымъ кругомъ (51), имѣющимъ 
свой центръ на оси р. 

Теорема ХѴІГ. Для каждаю изъ осталъныхъ 2) не асимптоти-
ческихъ къ перманентнымъ вращенгямъ движенгй 2-й группы 2-го 
класса въ системгь круговъ (51) существуешь только 2 круга съ 
центромъ на оси р, изъ коихъ одинъ есть круіъ XiX2=k. 

Такъ какъ для нахожденія центра круга (51) на оси р не
обходимо имѣть с ѵ (м)=0 , т.-е. для данныхъ случаевъ движе-
ній !7 3(м)=0, то такіе круги будутъ соотвѣтствовать зна-
ченьямъ: м=ы 3 -t-2»^ äсот-+-2/«2СОо (m—любыя цѣлыя числа). На 
основаніи свойствъ Функцій er для моментовъ ѵ = ± ы з - ь 4 » к о і 

') Сопряженными будутъ и другіе два корня: у е%—f\ и у е 2 — е 3 . См. 
Halphen, стр. 263, формулы (58с ) для случая отрицатедьнаго дискри
минанта. 

ä ) Т.-е. кромѣ исключит. 2-го рода. 



получимъ такое ур-іе для соотвѣт. окружности (51) при усло-

віи уе я \fes = 1 : 
Х\Х->=к. 

Подобное же ур-іе получится для значеній it — ± w3 +-
(4w-t-2)wi при условіи \'ея \ еу=—1. 

Для моментовъ м = ± ш 3 - * 4/;коі при условіи \'ея уѴ;=—1 бу-
демъ нмѣть окружность (51) вида: 

(k-xtfiXP-i-/оч /(.л I X ; I 1 - й (51') О 

Тоже получится и для значеній м=±ы3-+-(4ш-*-2)(иі при 
условіп \'ея V ез=1. 

Такъ какъ осталышя значенья аргумента и вида ю 3 - ь 
-t-2»iitO]4-2w^t02 не могутъ получаться ни при какомъ дѣй-

• /о—А ствительномъ значеши \ с р . равенство и=- ^ \, тогда какъ, 

наоборотъ. значеньямъ І ( = ± Ы 3 + 4ННОІ всегда соотвѣтствуютъ 
дѣйствптельные моменты времени вида: 

J=(4«cd 1qiTo)V'2, 

а значеньямъ w=±:w3-+-(4»«-t-2)(*>i моменты времени 

Т=[(4*»ч-2)ш,ірто]ѵ'2, 

то теорему можно считать доказанной. 

Заиѣчаніе. Не останавливаясь на разсмотрѣніи тѣхъ кру-
говъ системы (51), коихъ радіусъ = с с , т.-е. которые обра
щаются въ прямыя линіи, а также и тѣхъ, кои (для исклю
чит, елучаевъ 2-го рода,) поиводятся къ гочкамъ (исключит. 
2-го рода), я закончу настоящее краткое изложеніе о свя-
занныхъ съ Формулой (51) сравнительно второстепениыхъ 
проавленіяхъ періодичности въ движеніяхъ 2-ой группы 2-го 
класса указаньемъ одной не безъинтересный подробности въ 
расположена круга (51') въ случаѣ (2b) не асимптот, дви-
женіп. 

) Ср. формулу (42). 
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Именно нетрудно убѣдиться, что и этотъ кругъ прохо-
дитъ тутъ черезъ общія точки перееѣченья круговъ: 

Si=ei, S2=e3, XiX2=k. 

Что касается расположенья круга (51') въ другихъ (2а) 
случаяхъ, то легко видѣть, что тамъ онъ никогда не пересѣ-
кается ни съ кругами вида s = e a (ср. теорему XII ) , ни съ 
кругомъ х\Х>—к, но пересѣченье съ кругами (20а) сущеет-
вуетъ всегда. 

§ 5а. Въ этомъ параграфѣ, гдѣ мы будемъ разсматривать на-
иболѣе важныя проявленія періодичности, характерный какъ 
для изучаемыхъ простѣйшихъ движеній, такъ и вообще для 
вращенья гироскопа С. В. Ковалевской, я буду опираться 
уже не на равенство (51), а на новую Форму подобнаго со-
отношенія, которая сравнительно просто позволитъ намъ мно
гое разъяснить въ данномъ вопросѣ, но разъяснить однако 
не все. Для болѣе полнаго освѣщенья законовъ періодичности 
движенія гироскопа оказывается необходимьшъ привлечь и 
такія Формулы, который содержать аргументъ іс, т.-е., иначе 
говоря, необходимо не частичное только, но полное рѣше-
ніе ') ДИФ. ур-ій задачи. 

Это само по себѣ интересное обстоятельство выяснится 
изъ дальнѣйшаго, теперь же я начну съ вывода Формулы, 
аналогичной (51). 

Не трудно убѣдиться, что, если положить согласно съ § 4а 

3/,=2Г2-»-А-, еи=е±=21\ еае^1, 

то всегда будемъ имѣть, на основавіи равенствъ (46), 

] ) Само собою очевидно, что для разъяснеаія дѣла можно съ самаго 
начала пользоваться полнымъ рѣшеньеаъ. 



— 43 — 

о т к у д а с ъ п о м о щ ь ю в т о р о й и а ъ Формулъ (45) и т о ж д е с т в ъ 
(37), которымъ можно п р и д а т ь Ф о р м у : 

п о л у ч и м ъ 

г - ^ = - 2 Р < № - Щ V ё 7 V 2) - ̂ ч -

гдѣ 
J p о; 

-Pv2= 0 -1Ѵ2е 7 (ж ,Х2—е. г »-3/ І )-+--^(х, ~ьх2)1 
л V 2е 7 

въ силу соответствующаго равенства (8). 

На основаніи условія (44) и равенства: 

г'г* \— (ßa—е.5)(е,5—еѵХсѵ—еа) 
К"ct.)— — 

будемъ въ концѣ концевъ имѣть посдѣ нѣкоторыхъ упроще-
ній: 

' a(u) J (es—ea 

Исходя изъ этого соотношенія, не трудно доказать следую
щую теорему: 

Теорема XVIII. При ѳсѣхъ 2) не особо-замѣчателъныхі и не 
асимптотическихъ къ перманентнымъ вращенъямъ движенгяхъ 
2-ой группы 2-го к,гасса полярная ось (г) гироскопа С. Б. Кова-

(52) 

У 

') Индексы >. и р. и здѣсь определяются, согласно съ § 4а, равен-
- 2 

ствомъ: e-Â-t-e3 =e;JL-\- е ; = ^ Д. 
2 ) H соотвѣт. оереходвыхъ, для которыхъ еяфез, т - е - 1 = 4 Н 2 . 
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левсквй можетъ занимать вертикальное положенье только въ 
моменты времени, опредѣляемые изъ ур-гя: 

\/eaG-t{u}— \'ег.а^(иу=а. (53) 

Дѣйствительно, такъ какъ при вертикальности оси (г) должно 
имѣть (см. теорему VII I ) г— 2Zy"=0, то, если движеніе не 
особо-замѣчательное, и если для исключительнаго движенія 
2-го рода моментъ вертикальности оси (г) не совпадаетъ съ 
моментомъ прохожденія il) черезъ исключительную точку, ра
венство г—27у"=0 влечетъ за собою равенство: 

\'еа с х ( м > — ^ , 3 ^ 0 0 = 0 . 

Для исключительныхъ движеній 2-го рода въ тѣхъ J ) слу-
чаяхъ, когда вертикальность оси (г) наблюдалась бы въ мо
менты прохожденія Lii черезъ исключительный точки, мы 
должны бы были имѣть одновременно: 

г-2?y"=0, 2l(xiX2+k)+(xl+X2)=0, 

что затрудняетъ доказательство теоремы. 

Но легко усмотрѣть, что въ этомъ случаѣ на основаніи Фор
мулы (36), соотвѣтствующаго равенства (8) и выраженія q 
черезъ t (см. равенство (45)) имѣемъ: 

2l(XiX-2-i-li)-Jt-Xl-+X-2 P 4 ^V' ; g 4 

о(и) ~~ c(u).l ~~ 

=нѣкоторой отличной отъ О постоянной, дѣленной на голо
морфную Функцію отъ t. 

Т. о. и здѣсь г—27у"=0 только, если УеасгА(м)—Ѵ /е^^(м)=0. 
Но такъ какъ одновременно должно бы имѣть <т(м-)=0 

1 ) Собственно говоря, подобное можно допустить только, если соотвѣт. 
исключительная точка (р=— 1, q=±:\/l—(J--t-k)) лежптъ на кругѣ 

XiXi=k, т. е. при • Этотъ случай можно было бы разсматривать 

какъ предѣльныА. 



—- 45 — 

(M=0,2CO2,4W2 • • • ), то нетрудно показать, что подобный совпа
дения моментовъ невозможны. 

Заиѣчаніе. Изъ доказанной теоремы также слѣдуетъ, что 
г—2Ь(' въ случаяхъ движеній 2-го класса или постоянно 
равняется 0 (для особо-замѣчательныхъ движеній), или можетъ 
быть 0 только въ моментъ вертикальности оси (г). 

При асимптотичности къ перманетнымъ вращеніямъ (около 
оси р) lim(r—2bf'')=0. 

Теорема XIX. Во всѣхъ перечисленныхъ въ теоре.мѣ X VIII дви-
женіяхъ гироскопа С. В. Ковалевской полярная по ось будетъ 
дѣііствительно занимать вертикальное по.гожеиіс въ нѣкопюрые 
моменты, періодически повторяющіеся черезъ промежутки времени 
2ІЛ-І\І2 для исключителъныхъ движеній 2-ю рода и черезъ про
межутки, равные 4шіУ'2, для прочихъ случаевъ. Внѣ же этихъ 
моментовъ ') вертикальности оси (г) не будетъ наблюдаться. 

Для доказательства теоремы займемся сначала рѣшеніемъ 
ур-ія (53). 

1) Въ исключительныхъ случаяхъ 2-го рода это ур-іе бу
детъ имѣть видъ: 

На основаніи извѣстнаго соотношенія между Функциями а 

(е\—€гУ^\иУ+-(ег—1{]а.2Хи)+{е\—e-2)ariu)=Q, (53') 

которому можно здѣеь придать Форму: 

VesffiCw)—Ѵез^з(м)=0, 
или 

!) Промежутки времени и 4ü>iV2 мы будемъ наз. періодами 
колебанія оси (г) въ соотвѣт. движеніяхъ. 

*') Ср. обозначевія теоремы X V I I . 
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можемъ заключить, что корни ур-ія (53) суть также корни 
ур-ія: 

OÎ(H)=0. 

Но корни послѣдняго суть 

i(=i02-+-2miWi~*-2m-2ü>o, 

гдѣ nh и т2 означаютъ любыя цѣлыя числа. 
Такъ какъ ы 1 есть комплексная величина, то дѣйствитель-

ны могутъ быть только корни вида: 

(2т -+- 1)ы 2. 

Нетрудно убѣдиться (см. доказательство теоремы X V I I ) , 
что всегда 

\'е2<7і(ыо-ь2»ги/2)—Ѵвз^з(м2-*-2игы2)=0. 

Такимъ образомъ всѣ дѣйствительныя рѣшенія ур-ія (53) 

здѣсь найдены, но для даннаго случая ( u = S \ только они и 

V Ѵ 2 / 
должны приниматься въ расчетъ. 

2) Для всѣхъ прочихъ случаевъ разсматриваемыхъ движе-
ній можно положить 

А=1, !х=2, е а = е 5 — . е ^ = е 2 — е 3 , е^=еь—еа=еі—ез, 

вводя знакъ] V* | для указанія положительныхъ значеній корней. 

Такимъ образомъ, если \гед!ер,—-+-\, то ур-іе (53) приметъ 
здѣсь видъ: 

іѴ^2—-взкі(м)—ІѴбі—езр2.(и)—О, 

а при sjt^itß——1 видъ: 

ІѴвз—е 3 ^і(м)-*-!Ѵеі—ез|со(г()—0. 

Такъ какъ по предыдущему можно показать, что всѣ корни 
этихъ ур-ій, будучи одновременно корнями ур-ія с3(и)=0, 
должны быть вида: 

H=oj 3-t-2»j 1oJi-t-2wi 3Ü>3, 
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то на основаніи х ) Формулъ теоріи эллипт. Ф у н к ц і й 

ві(ыз)=Ѵе3—еів(ь>з), \е3—ех=—*JV'-1—Ы , 

с 2(ы 3)=у/е 3—e 2o"(w 3), V е3—еа=—г\ег—е3\ , 

и общихъ свойствъ Функцій с н е трудно убѣдиться, что, 
•если начальный обстоятельства движенія приводятъ къ усло-
вію: 

Ѵ ^ = - н 1 , (54) 

то всѣ корни ур-ія (53) будутъ вида: 

м=ы3ч-4»га)і-і-2/йзсоз, 

а, если \>=сѴеіз= —1 (54'), вида 

м=co3-t-(4m-i-2)to і-н2»ізы3. 

Изъ этихъ корней дѣйствительнымъ моментамъ будутъ со
ответствовать только корни: 

гг=±и>3-+-4»гшІ при условіи (54) 
и 

г{==±ы 3-і-(4т-ь2)соі для условія (54'). 

Найденный въ 1) случаѣ рѣшенія опредѣляютъ моменты 
времени 

T=(2n+iyùîV2, 2) 

а во 2) моменты 

T=(4wWi=pTo)V'2 при условіп (54) 
и 

Г=[(4»-+-2)ыі+-:о]Ѵ'2, если \еЯ^=—1. 

Для окончательнаго доказательства теоремы остается только 
обнаружить, что вертикальное положеніе будетъ дѣйстви-

' ) Halphen, loco citato. Crp. 191 и 192. Случай положительнаго ди
скриминанта. Ср. также доказательство теоремы ХѴІГ. 

-) Цѣлое число м можно здѣсь, какъ и всюду далѣе, считать совер
шенно произвольнымъ. 
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тельно достигаемо осью (г) во всѣ указанные выше моменты. 
Съ этой цѣлъю можно воспользоваться выведеннымъ въ § 4. 

выраженьемъ косинуса у" черезъ і. 
Этотъ пріемъ позволить весьма скоро разрѣшнть вопросъ, 

но въ то же время можно вполнѣ выяснить нашу теорему, и 
не выходя изъ предѣловъ Формулы (52), т. е. съ помощью 
чаетичнаго рѣшенья Д И Ф . ур-ій задачи. 

Послѣднее однако связано съ невозможностью переступить 
въ нѣкоторыхъ направленіяхъ границы данной теоремы, что 
намъ будетъ необходимо для освѣщенія одной существенной 
подробности движенія. Поэтому, хотя такое доказательство и 
будетъ мною тоже приведено, но, т. с , во вторую очередь. 

I . Такимъ образомъ для доказательства по первому способу 
возьмемъ: 



то не трудно убѣдиться, что предыдущее выраженіе для у" при
ведется къ виду: 

i ( _ l ) « s n h ( ? t - - b ( 2 « - + - l } - / ; , ^ ^ 4 / 2 V , ^ V ^ 
л_іу> 2Ш. 

VWез(—l)"*snh(n;-+.(2-«-bl)-/;2t;)-f- ^ 2 ^ 2 

гдѣ 

г с = — -=-^)-ьм"о, 
V " 

какъ въ первой Ф о р м у л ѣ и послѣдующихъ. 
Если _ _ _ _ 

V etV еа=—\ е2\'еа 

равняется - ь і , что соотвѣтствуетъ опредѣленному характеру 
начальныхъ данныхъ. то изъ выведеннаго равенства будемъ 
имѣть: 

a, если _ _ 

V e â v ^ = — î , 

что соотвѣтствуетъ нѣкоторому другому характеру началь
ныхъ данныхъ (см. § 4а), то 

Полученные результаты доказываютъ справедливость въ 
данномъ случаѣ теоремы X I X . 

2) Для доказательства ея въ прочихъ случаяхъ движеній 
2-й группы 2-го класса положимъ въ равенствѣ (55) согласно 
съ раньше принятыми обозначеніями: 

л = 1 , а=2, ех—е2—е.і, еу=ех—е3. 

Тогда при условіи (54) у" будетъ равняться ') въ моменты: 

Г=(-1"Ыіч=-о)Ѵ^: 

] ) Всюду верхаіѳ знаки въ формулахъ соотвѣтствуютъ знаку—передъ 
7 0, a нижвіе знаку -+-. 

4 
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Слѣдовательно наша теорема доказана. 
II . Чтобы доказать ее же, опираясь лишь на частичное 

рѣшеніе ДИФ. ур—ій задачи, т. е. не прибѣгая къ выраженію 
у" черезъ t, я обращу вниманіе на слѣдующее обстоятельство. 

Изъ рѣшенія ур—ія ^еяа}(и)—^eßa/u)—0 на основаніи ра
венства (53') мы должны закгючитъ, что корни этого ур—гя 
суть двойные, ибо для нихъ имѣемъ всегда с./(и)=0 (л, и., 
ѵ=1, 2, 3), но УеаС).(и)-нУ'е^(и)#0. 

Но тогда во всѣ соотвѣтствующіе моменты ') не только 
выраженіе г—2h(', но и его производная по времени будутъ 
равны 0 въ силу равенства (52). 

Не трудно убѣдиться, что ДИФ. ур—ія задачи даютъ 

| ( r - % " ) ^ T ' ( l - H 2 ^ ) - 2 / ï y 

Слѣдовательно въ разсматриваемые моменты имѣемъ одно
временно: 

г—2/у"=0, 

у P-*-h 1 
- Ѵ = ' но ne pi- ^=^—0 (иначе дв. будетъ о. замѣчат.), 

такъ что для данныхъ моментовъ можно полагать: 

y=(\+2pl)h, Y=2Iqh 

и въ случаѣ /г=0 теорему можно считать доказанной. Остается 
такимъ образомъ изслѣдовать только случаи 7гф0. 

Нсключивъ съ помощью перваго изъ написанныхъ ра-
венствъ количества г и у" изъ ур—ій 1-го и 2-го алг. инте
грале въ (5), получимъ: 

р*+2°—к=у(1+2р1)ч-2а1у, 

а по исключеніи тѣхъ же количествъ пзъ 2-го п 3-го ур—ій 
(5) найдемъ: 

P';-*-T:—KY-'^;'2)-

') Для которыхъ. какъ очевидно, всегда т^и)фО. 
4* 



Отсюда на основаніи соотношеній: 

нетрудно убѣдиться, что 

и, следовательно, 

Послѣднее равенство даетъ послѣ почленнаго дѣленія на h: 

p(l-i-2piy+-l21q2=l(p0~-i-q*—k'), 
откуда 

(р*+-^>)1+р-1-И=0. 

Но это послѣднее ур—іе есть ур—іе окружности (20«), 
служащей траэкторіей точки ß i въ особо-замѣчательныхъ 
движеніяхъ 2-ой группы 2-го класса. 

Какъ извѣстно, во всѣхъ случаяхъ, кромѣ исключитель-
ныхъ 2-го рода, разъ точка Q i находится на этой окружно
сти, то она и не сойдетъ съ нея и движеніе будетъ особо-
замѣчательнымъ. 

Въ исключительныхъ случаяхъ 2-го рода моменты прохо-
жденія черезъ исключительный (р=-—l,q—±\l—(р-і-к)) точки, 
лежащія на той же окружности, будутъ наблюдаться всегда 
и при не особо-замѣчательныхъ движеніяхъ, но эти моменты 
никогда ') не будутъ совпадать съ моментами, о которыхъ 
пдетъ рѣчь въ теоремахъ Х Ѵ Ш и X I X , ибо первые соот-
вѣтствуютъ значеніямъ и=0, 2со2, 4со2 и т. д. 

Такимъ образомъ для всѣхъ не особо-замѣчательныхъ и 
не асимптотическихъ къ перманентнымъ вращеніямъ движе-
ній нашу теорему можно считать доказанной, ибо тутъ въ 
указанные моменты, очевидно, всегда должно имѣть й = 0 . 

Однако этотъ второй II пріемъ доказательства не позво-
ляетъ намъ выяснить одну существенную сторону въ движе-

') Ср. доказательство теоремы ХѴШ. 
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иіи оси (г), что, наоборотъ, чрезвычайно легко можно сдѣ-
лать на основаніи добытаго при первомъ I доказательствѣ. 

Дѣйствительно, изъ полученныхъ тамъ выраженій для у" въ 
моменты t=T непосредственно вытекаетъ слѣдующая важная 
теорема, предѣльно вѣрная и для переход, елучаевъ. 

Теорема XX. Во всѣхъ не особо-замѣчательныхъ движеніяхъ 2-ой 
группы 2-го класса гироскопа С. В. Ковалевской, гдѣ полярная 
ось (г) періодически занимаешь вертикальное положеніе, она на
правлена въ подобные моменты или постоянно вверхъ или внизъ, 
кромѣ елучаевъ исключительныхъ движенгй 2-ю рода, когда оба 
эти направления оси смѣняются поочередно. 

Замѣчаніе. Такимъ образомъ между 2-мя поелѣдоват. вертик. 
однопмепными положеніями оси (г) при указанныхъ въ тео-
ремѣ X X движеніяхъ всегда лежитъ промежутокъ времени, 
равный 4(1)^2, гдѣ to есть действительный полуперіодъ соот-
вѣт. эллиптическихъ Функцій. 

Этотъ промежугпокъ мы будешь называть временемъ оборота ') 
гироскопа и обозначать черезъ ш 0 . 

Далѣе мы имѣемъ слѣдующія предложенія, одинаково выте-
кающія какъ изъ полнаго, такъ и изъ частичнаго рѣшенія 
задачи. 

Теорема XXI. Еолебанія полярной оси (г) гироскопа С. В. IÎ. 
отъ одною вертикалънаю положенгя къ другому обладаютъ для 
тіьхъ изъ указанныхъ выше хруппъ движеній, для которыхъ 
сумма постоянныхъ Р-л-Ті (или, что тоже, квадрать главною 
момента количества движенья въ моментъ вертика.іьности оси 
(г)) имѣетъ одинакую величину, свойствомъ изохронности. 

Справедливость этой теоремы непосредственно очевидна 
изъ указаннаго еще въ 1-ой работѣ свойства періодовъ за
висеть только отъ 7ä-t-fc (обратно. определимо по періоду}. 

Такимъ образомъ въ каждомъ случаѣ время оборота гиро
скопа С. В . Ковалевской равняется точному времени полнаго 

') Бремя оборота вадо отличать для исключит, движевій 2-го рода 
оть т. н. нами періода колебавія оси (»•), который тогда равенъ 2оД 2. 
ибо на 1 оборота тттъ приходятся 2 верт. положенія оси. Для 
прочихъ движеніГі, разематриваемыхъ здѣсь, эти оба понятія совпадають. 



колебанія (конечной амплитуды) нѣкотораго м а я т н и к а (^ФО), 
осуществляемаго тѣмъ же гироскопомъ при его вращеніп 
около осп q, расположенной горизонтально, если угловая ско
рость go маятника въ моментъ вертикальности оси (V) выбра
на такъ, что £ 0=у7*-ь&. Въ частности, если м ы имѣелъ дви-
женія 2 - о й группы 2-го класса, для которыхъ начальная угло
вая скорость (въ моментъ вертик. (г)) представляется равной 
по величинѣ и одинаково оріентированной относительно п о 
лярной оси, т о колебанія послѣдней для нихъ изохронны. 

Замѣчаніе I . Если начальная угловая скорость О 0 гироскопа, 
соответствующая моменту вертикальности оси (г), достаточно 
велика, то для вычислевія времени оборота гироскопа можно 
пользоваться слѣдующей приближенной Ф о р м у л о й . 

Именно, такъ какъ при достаточно большой скорости Ûo 
время оборота ы0 равно 

J"' ds 
Ѵ ( л = і ) [ ф _ А ) ч . 1 ] = 

° 7 і [ A - V ; ^ = ï ] 
J?? г ds H 

— х о 

и не трудно убѣдиться, что первый изъ 2-хъ послѣднихъ ин-
- 1 

теграловъ равняется -7=̂ = съ ошибкой порядка • а второй 

весь будетъ порядка ~ , то приблизительно (съ ошибкой по-

1 
рядка 7т=") будемъ имѣть: 

w0.\'Ji'i-k=2-

Такъ какъ въ предѣлѣ для очень болыпихъ угловыхъ ско
ростей движеніе всякаго тяжелаго гироскопа почти совпада-
етъ съ движеніемъ по инерціи, то предыдущая упрощенная 
Формула тождественна съ той, которую прямо можно полу-
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чить изъ законовъ движевія Эйлера-Пуансо для твердаго тѣ-
ла съ моментами инерціи относительно точки опоры А=В=2С. 

Какъ извѣстно, такое твердое тѣло будетъ двигаться такъ. 
что ось (г) его будетъ описывать, равномѣрно вращаясь, 
нѣкоторый круговой конусъ около оси импульса. 

Если такой конусъ проходить черезъ вертикаль, т о для не
го періодъ обращепія оси (г) и будетъ совпадать съ вычи-
сленнымъ выше временемъ оборота гироскопа. 

Замѣчаніе I I . Теорему X X I можно распространить и на слу
чай, когда мы сравниваемъ двпжепія нѣсколькихъ гироскоповъ 
С. В. Ковалевской. 

Именно въ силу ур-ій (4) мы въ правѣ заключить, что со-
отвѣтствующіе законы движеній такпхъ гироскоповъ выра
жаются одинаковыми Ф о р м у л а м и съ различіемъ только въ вы-
б о р ѣ единицъ для измѣренія времени (т. е. это суть подобный 
двпженія), которыя всегда нами выбирались для каждаго г и 
роскопа такъ, что 

C=MgxJ). 

Если бы сдѣлать выборъ единицъ измѣренія времени разъ 
навсегда, напр., принявъ за таковую секунду, т о въ ур-ія (4) 
входило бы въ качествѣ единственнаго параметра, отличаю-
щаго Ф о р м у л ы одного гироскопа отъ Формулъ другаго, частное 

С 

Этотъ параметръ, какъ не трудно убѣдиться, равняется 

С L Г г

2 ! 

гдѣ h есть длина математическаго маятника, соотвѣтствую-
щаго тому сложному, который можно осуществить, заставивъ 
изучаемый гироскопъ производить малыя колебанія около оси 
(г), помѣщенной горизонтально, а Тг означаетъ время такого 
колебанія (полнаго). 

г) С означаетъ здѣсь моментъ ішерціп относительно оси (>•). Ъ1— 
масса гироскопа, а Хо—координата его центра тяжести. 



При одинаковыхъ Т,- гироскопы С. В. К, въ механическомъ 
смысле совершенно одинаковы. 

Такъ какъ при постоянной единицѣ времени, напр., секундѣ 
будемъ иметь: 

^ н Ц ^ ^ o M . Ä . ) ^ , . = : 

гдѣ fa-Q0.p0. суть слагающія угловой скорости О 0 , то на осно-
ваніи выраженія полуперіодовъ ы черезъ P-t-Jc легко убедить
с я въ справедливости следующей теоремы. 

Теорема ХХГ. Если для движенги 2-ой группы 2-ю класса гізу-

чаемыхъ гироскоповъ С. В. К. произведете Тг *у/ -*-2oä-»-J>o'' 

сохраняешь одну и ту же величину, то для такихь движенги гі 

частное будетъ одинаковыми. 
-L г 

Слѣдствія. При одинакихъ Тг мы возвращаемся къ предшест
вовавшей теореме. 

Если одинаковы углы и. наклона мгновенной оси пращенія 
къ вертикали въ моменты совпаденія съ последней оси (г) 
(см. § 3 гл. Ш ст. 1). то одинаковость произведенія 1іс, Tr 

влечетъ и одинаковость частнаго • 

Если одинаковы угловыя скорости О 0 ) то одинаковость про

изведена Тг \'і +3sw2[A влечетъ п одинаковость частнаго • 

Заиѣчаніе. Если обозначить угловую скорость О 0 черезъ 
равную ей величину Q 0 = 2 ~ H . ГДБ п число оборотовъ около 
оси въ секунду, то критеріи / 2 ч - А > < 1 и 4 № > < 1 принад
лежности движеній 2 группы къ тому или другому типу при-
мутъ след. видъ (единица времени—секунда): 

/ 2 н - А - = я 2 ( 1 + 3 ^ 2 и ) Т Д 4№=4H 4 T/(S>!2U.) 2 . 

Отсюда, напр.. не трудно убѣдиться, что при 2 а = 9 0 ° должно 
иметь 

2 н * Т г

8 > 1 . иначе Ѵ'2нГ г >1. 

если хотимъ получить двпженіе типа (21). 



Если для разсматриваемаго гироскопа Тг=^ (примѣрно). то 

при «>Ѵ'2 движеніе будетъ искомаго вида. 
Точно также можно было бы сдѣлать примѣрный подсчетъ 

ы 0 времени оборота гироскопа: ы 0 =4соТд / 2 : - . 
Для облегченія вычисленій воспользуемся для этого прибли

женной Формулой по замѣнѣ тамъ ш0 черезъ со 0- : Тг: 
с о о У г г а = 2 Т , , 

Если имѣемъ, напр.. и .=90° . ü 0 = 2 - w , гдѣ « = 1 2 , то. если 

Т,= ~- сек., съ ошибкой порядка ^j2y'2~) получимъ: 

1 
co 0=j^ секунды. 

Теорема XXII. Во всѣхъ особо-замѣчателъныхъ движеніяхъ, с.іу-
жащихъ предіьлами для указанныхъ выше простѣшиихъ, число 
становленій оси (г) вертикально будетъ за одно и то же число 
сборотовъ гироскопа (время оборота—іш\'2) вдвое бо.іѣе, чѣмг 
въ соотвѣтствующихъ не особо-замѣчательныхъ. 

Это слѣдуетъ изъ извѣстныхъ свойствъ особо-замѣчатель-
ныхъ движеній. Отсюда же и изъ свойствъ 2-ой части равен
ства (52) вытекаетъ такая теорема. 

Теорема XXIII. Изъ движеній гироскопа С. В. Ковалевской, при 
которыхъ полярная ось ею становится периодически верти
кально, всѣ, обладаюіція характером асимптотичности къ со-
отвѣт. особо-замѣчателънымъ, обладаютъ еще въ промежутки, 
между началомъ и концомъ каждого пергода ко.іебаній момептомъ, 
когда ось (г), не будучи строго вертикальной, по мѣрѣ воіра-
стангя чист колебаній становится все ближе и ближе m вер
тикальности равно какъ и къ правильной периодичности такого 
положенія, при все большей изохронности въ смысгѣ т. XXI. 

При двгіженіяхъ же типа (2Ь) не можетъ быть произвольной 
близости оси (г) къ вертикали внѣ моментовъ, отмѣченныхъ ві 
теоремѣ XIX; подобною не можетъ быть и въ друіихъ случа-
яхъ внѣ моментовъ, отмѣченныхъ въ настоящей теоремѣ. 
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Замѣчаніе. Характеръ этихъ дополнителышхъ вертикальныхъ 
подоженій оси (г) легко определится въ каждомъ случаѣ на 
основаніи свойетвъ соотвѣт. особо-замѣчат. движеній. См. для 
этого замѣчаніе V I въ S 3. 

Такъ какъ, какъ я уже указалъ въ § 3 гл. I l l ст. 1. въ дей
ствительности собственно осуществляются движенія гироско
па, лишь близкія къ разсматриваемымъ въ настоящей главѣ, 
то при наблюденіп асимптотическихъ Формъ мы будемъ въ 
разлпчныхъ стадіяхъ движенія замѣчать различны» числа вер
тикальныхъ положеній оси (г) за одно и то же время. Имен
но при приближеніи разсматриваемаго движенія къ его пре
делу число это будетъ возрастать, а при удаленіи убывать, 
никогда однако не падая ниже 1 или 2 (разноименныхъ—для 
исключит, движеній, поскольку последнія вообще осуществи
мы) на цѣдый оборотъ гироскопа, при соблюденіи къ тому 
же въ ходе этихъ остающихся колебаній довольно строгой 
періодичности. 

Лишь при не асимптотическихъ случаяхъ (2Ь) число вертп-
кальныхъ положеній оси (г) будетъ довольно долгое (относи
тельно) время равно 1 на 1 оборотъ, т. е. будетъ сохранять
ся почти совершенно строгая періодцчностъ отмѣченнаго явленія. 

Такимъ образомъ на основаніи всего предыдущаго изсле-
дованія, равно какъ на основаніи известныхъ ранее свойетвъ 
особо-замѣчательныхъ и легко выводпмыхъ свойетвъ асимпто
тическихъ къ перманентнымъ вращеніямъ движеній 2-ой 
группы 2-го класса вертикальный положенія оси (г) являются 
неотъемлемой, даже и при приближенномъ осуществлевіи, 
принадлежностью ') всъхъ движеній изучаемой группы, кроме 
перманентныхъ вращеній (около оси р) и немногихъ изъ Формъ 
къ нимъ асимптотическихъ (напр. маятнико-образное движе
т е , соотвѣт. случаю: Jc—l, 1=0, 3 J i = l , р = « = у ' = 0 ) . 

Но такъ какъ (см. теорему VIII) подобный подоженія по
лярной осп могутъ встречаться только при движеніяхъ ука-

М Вь асимптот, къ перманент, вращеніямъ движепіяхъ вертикальность 
оси (/•) наблюдается только въ известной сгадіи движепія. 



занной группы, любое изъ которыхъ, благодаря имъ, (см. § 3 
гл. I II ст. 1) можно реализовать, то мы въ правѣ, какъ мнѣ 
кажется, Формулировать слѣдующее предложеніе: 

Теорема XXIV. Полученіе осью (г) гироскопа С. В. Ков&гевскои 
вертикалънаго положенія является наиболѣе общимъ а характер
ным* признакомъ движенги 2-ой группы 2-го класса. 

Что мы сейчасъ сказали о вертикальности оси (г) по отно-
шенію къ движеніямъ 2-ой группы, тоже можно сказать о 
періодичности такихъ положеній оси по отношенію вообще 
къ движеніямъ гироскопа С. В. Ковалевской. 

Такимъ образомъ мы получаемъ два новыхъ предложенія. 
пзъ когорыхъ одно было Формулировано (безъ доказательства) 
еще въ моей 1-ой статьѣ (см. § 3 гл. Il l) , а другое, базирую
щееся ва 1-омъ и теоремѣ ѴІІІ-а, указано во вступитель-
ныхъ замѣчаніяхъ къ настоящей работѣ, предложенія, кото-
рыя, выставляя на видъ нѣкоторый обгдій законъ, наблюдае
мый въ движеніи изучаемаго гироскопа, въ извѣстномъ смы-
слѣ связываютъ его нарождающуюся теорію съ классическими 
теоріями движеній Эйлера-Пуансо и Дагранжа-Пуассона. 

Теорема XXV. Если при какомъ-либо движенги гироскопа С. В. 
Кова.гевской по.гярная ось ею стала вертикально, то она черезъ 
строго опредгьленные промежутки времени будетъ периодически 
возвращаться въ это положены, или же движете будетъ стре
миться къ перманентному вращенію около оси подвѣса. 

Теорема XXVI. Если взять сферу съ центромъ въ точкѣ опоры, 
радіусомъ, равнымъ угловой скорости О. вращенгя изучаемаго ги
роскопа (или же=ілавному моменту количества движенія J ) , и 
затѣмъ на поверхности ея построить сфергіческій треугольника съ 
одной неподвижной веріииной въ точкѣ пересѣченія сферы съ 
1-мъ изъ направленій вертикали, съ другой вершиной въ точкѣ 
переѵѣченія ея съ векторомъ Û (или J) и съ третьей вершиной въ 
точкѣ, і&ѣ сфера пересѣкается съ направ.іеніемъ полярной оси (г), 
то какъ ркідіусъ сферы, такъ и элементы полученною треуголь
ника будутъ для всгьхъ не асимптот, къ перманентнымъ враще-
ніямъ движенги періодическими функигями времени, но не без
условно, какъ это имѣетъ мѣсто для гироскопа Іаіранжа, а при 
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условги, что указанное построеніе произведено для момента за
нятья осью (г) вертикалънаго положенія, какъ для момента на-
чалънаіо. 

Т. о. для гироскопа С. В. Ковалевской, аналогично съ гироско-
помъ Лагранжа, всѣ ею движенгя, кромѣ асимптот, къ перма
нент, вращенгямъ, можно разбить какъ бы на 2 разряда: пер
вый (движенгя 2-ой группы 2-го класса), когда полярная ось (г) 
перю'Ычески становится вертикальной, гі второй, когда она 
всегда находится внѣ нѣкотораго конуса около вертикали (воь 
оста.іъныя движенгя). 

Заиѣчаніе. Интересно отмѣтить, что, если взять гироскопъ 
Лагранжа съ тѣми же моментами инерціи, какъ у гироскопа 
С. В. К., и съ осью симметріи, направленной по его поляр
ной оси, то перманентному вращенію около оси (г) 1-го ги
роскопа (toupie dormante, schlafender Kreisel) будетъ соот
ветствовать во второмъ о д н о изъ переходныхъ движеній (k=0, 
3^і=2/-) отъ 1-го класса ко 2-му, если считать соотвѣт. 1) дви-
женія, получающіяся при одинакихъ начальныхъ условіяхъ. 

§ 6. Теоремами X X V и X X V I я закончу разсмотрѣніе об-
щихъ свойствъ изслѣдуемой группы движеній, перейдя теперь 
къ выясненію нѣкоторыхъ любопытныхъ особенностей вра-
щенія гироскопа С. В. К., наблюдаемыхъ при тѣхъ (2b) дви-
женіяхъ 2-ой группы 2-го класса, которыя не принадлежать 
къ числу асимптотическихъ или строго-періодическихъ Ф о р м ъ . 

Особенности эти, сравнительно легко здѣсь подмѣчаемыя, 
являются, вообще говоря, не чѣмъ-то исключительно свой-
ственвымъ данному явленію, но характерны вообще для яв
лений 2 ) съ сколько-нибудь сложной математической характери-

') Вообще должно замѣтить, что движенія гироскопа С. В. К. въ 
случаѣ &=0 шіѣютъ извѣстную авалогію съ движеніями симметр. гиро
скопа, определяемыми яачальн. условіями p0=qu=0 (типа Пуассона). 
Аналогія эта выражается въ томъ, что и въ томъ и въ другомъ случаѣ 
угл. скорости р и q остаются всегда заключенными въ довольно тѣсвыхъ 
цредѣлахъ, а слагающая г, если она достаточно велика, будетъ оста
ваться такой все время движевія. Подобное же свойство можегь наблю
даться, внрочемъ, и въ другихъ движеніяхъ обоихъ гироскоповъ. 

-) Ср., напрнмѣръ, задачу о движеніи матеріалъной точки, притяги
ваемой по закону Ньютона 2-мя неподвижными центрами, какъ ова из-
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СТИЕОЙ, наличность которой такимъ образомъ отнюдь нельзя 
понимать какъ непременное ручательство за ту ультра-пра
вильность послѣднихъ, съ которой нашъ умъ, навыкнувъ къ 
тому на созерцаніи явленій сравнительно простого періодиче-
скаго или асимптотическаго характера, обычно склоненъ со
единять представденіе объ явлепіи, совершающемся по мате-
матическимъ законамъ. 

Своеобразіе, которое можетъ тутъ проявляться и котораго 
примѣры отмѣчались не разъ и раньше въ математической 
литературѣ (см., напр., предшествующее примѣчаніе), будетъ 
намъ ясно, если мы ближе разсмотримъ для движеній типа 
(2Ь) выраженія для р и q черезъ время. 

Оно будетъ тѣмъ болѣе заметно здесь, что наряду съ нимъ, 
какъ бы для сравненія, будутъ наблюдаться и те общія пе-
ріодическія законности, напр., въ колебаніи оси ( і ) , о кото-
рыхъ мы говорили въ § 5. 

Действительно, если подсчитать на основаніи Формулъ для 
р и q положеніе точки £Іг на окружности хіх2=к для момен-
товъ, соответствующихъ вертикальности оси (>), то при усло-
віи (54) будемъ имѣть ( Т — ( 4 » Ш і zp т 0 ) ^З).* 

[\/7|/V2(gl— 2/Q ІѴ^—+\fe3l\'2(2l^— e3) l V ^ - ^ | ]sub[»r+(4«>;1 +>;а)г]± 
І = Г _ [ У ^ ( ' 1 - 2 ^ ) ^ ^ ! + У^(2^з)У^-^!11Л[гс-(4яг,+Ча)с]± 

± , - \ i , V , , ^ 7 , ' V 2 ' 
с; г) 

а при условіи (54') подобное получится для моментовъ 

Г = [ 4 п - ь 2 > і Т - о ] Ѵ ' 2 . 

ложепа у С. L . Charlier въ Die Mechanik des Himmels, Bd. L 
Abschnitt 3 . Подобными же свойствами должны обладать движенія въ 
не період. и не асимптот, случаяхъ задачи о 3-хъ тѣлахъ и т. п. 

Герполодія въ движеаіяхъ Э.-ІІуанео, движеніе полюса гироскопа Ла-
гранжа. траэкторія сферич. маятника и г. д. обяаружнваюгь также нѣ-
которыя этого рода черты, но въ сильно смягченной значит, долей пра
вильной періодичности фсрмѣ. 
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Если \'е-і='Х ?з\ч т 0 послѣ несложеыхъ преобразованій б у 
демъ имѣть: 

2fe?snh[jf-b(4«r |1 +г | 3 >'] Т-
Р ы т ~ 'snhtîc-KéM-/;, +rlS)v]^:2U\!k 

и также найдемъ: 

1 l)snh[H.--4-(4w/;iip-/i3>] 

Вмѣстѣ съ тѣмъ легко убѣдиться, что 

^Ш*—1. \/7( cosh[it4-(4Hr ( 1:+:Y;3>'] . 
snh[i(,'+(4«r(1zp-/i3)w]q:2/i VÄ; 

гдѣ во всѣхъ трехъ послѣднихъ равенствахъ знаки у ради-
каловъ ^Ш'1—1 ж \J к должно брать сообразно съ точнымъ 
опредѣленіемъ аргумента ѵ, который до сихъ поръ былъ здѣсь 

опредѣленъ только тѣмъ, что р ( г ) = в 4 и дѣйствит. его часть 
равна ы1, что всегда возможно. 

Изъ написанныхъ соотношеній получаемъ: 

ь _1_ 

<Г~^ = "~* V ~ ^ f ^ tgh[?r-+-(4«-/;1q:r (3>]. l ) (56) 

Если написать выраженіе 'tv-t-(inrß^zrl3)v въ раскрытой 
Ф о р м ѣ , т.-е. съ замѣной w его величиной для разсматриваемаго 
момента, то будемъ имѣть: 

irr 1 I 
W + ( 4 » r i i q r r j 3 > = — ( : r ; T o + 4 M W i ) Ç ( ^ 

—1дсз(ѵ±-0) ^-^{апт,1+г^)ь-==^-+-4п(г^у— <аг^ѵ)-+- | ^ [ ± ( ш 3 — 
о 

—то)-»-v]—S[±(c»>3—To) —г>]—2&; J ( -pr fT 0 )= г -^ч-4«( -г и oj !^ ) -+ -

о 

на основаніи теоремы о сложеніи для Ф у н к ц і й 

') Если \е% — — .Уба! , то знакъ передъ второй частью формулы 
(56) будетъ -+-. 



Если положить v=(oi-t-v, то V будетъ здѣсь чисто мнимое 
количество, т а к о е что р(ѵ) дѣйствительно. а р'(г) чисто мни
мо 1). 

На основаніп той же теоремы о сложеніи £ будемъ имѣть 

Y - Ю] P'(r) - у -

r,iV—со ! , r = T , i со i — со i ,со i rt, V— со i ; ѵ-\- -— = _ = г ( 1 г - — c o l s v-t 
1 C i — ] ) ( г) 

т. е. 7)іГ—crf^f будетъ въ данномъ случаѣ чисто мнимо, ибо 

Хлі таково по свойству оункцій 'С. а остадьныя слагаемый во 

2 - о й части по указанному выше свойству аргумента г. 
Такъ какъ интегралъ въ Ф о р м у л в (56'), очевидно, дѣйсгви-

телевъ, то все выраженіе лѵ-ь(4«ѵ;і+7;з)г будетъ чисто мнимо. 

Отсюда ЛУЧ-(4М-/] і zpr^X —£Î , 

гдѣ г есть нѣкоторая дѣйствительная величина, 

и = (57) 

Если также обозначить ^т^ѵ—ыіСѵ) черезъ га, то на осно
вании извѣстной"-) теоремы Якоби можемъ заключить, что при 
a несоизмѣримымъ съ т: любой уголъ £ можетъ быть съ про
извольной точностью представленъ въ видѣ: 

2т.»г i-f-m zü—z. 

основааш 

J ) Такъ какъ р Ѵ ) здѣсь дѣйствительно ( = ^ А—2? а ) , р'(г) чи-
О 

сто мнимо (ибо ез<С2^2<С*'і) и - к а к ъ извѣстно, p ( » ) = p ( c ö | - i - r ) = r i - t -
—е<>)(еі—es) ,. , —. 6e, -—o> 

_н l ^ ^ i ^ i и , ) = р ' ( г . ) = - — т ^ - = 7 PL'') («a 
p(r)—e t 2 ( p ( r ) - « ' 0 

теоремы сложепія для функцій р'(гі)), то p(r) и рѴ) оба дѣйстввтель-
ны, а р \ г ) и р'(г) чисто мнимы. 

-) Jacobi. Gesammelte Werke. Bd. I I . De fimctionibus duaruui varia-
bilium quadrupliciter periodicis. Ся. также С. L . Charlier. Die Mechanik 
des Himmels. Bd. I . Abschnitt 2. § 3. 
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гдѣ m-i и т2 суть цѣлыя числа, надлежащпмъ образомъ подо
бранный. 

Отсюда видно, что въ движеніи типа (2Ь) точка Hi послѣ 
Ооапаточнаю числа оборотовъ можетъ занять въ моментъ вер
тикальности от (г) положение на крут XiX*=k произвольно близ
кое къ любой точкѣ этого круга, ибо тангенсъ угла г можетъ 
по предыдущему получить значеніе, произвольно близкое къ 
тапгенсу любого угла і, что въ силу равенства ( 5 7 ) обезпе-
чиваетъ возможность любого положенія и точкѣ Qi. 

Такъ какъ положенія точки Qi въ разсматриваемые момен
ты на кругѣ XiX2=k можно принимать (при данныхъ к и I) 
за начальный обстоятельства движенія и такъ какъ въ силу 
закона непрерывности произвольно малыя разницы въ нача-
лѣ способны обезпечить въ теченіе любого напередъ задан-
наго времени любую напередъ заданную степень близости 
движеній, то можно сказать, что точка I i i , начавъ движеніе 
при какомъ-угодно начальномъ положеніи въ области дѣйстви-
тельныхъ движеній типа (2Ь), будетъ въ теченіе достаточно 
большаго промежутка времени произвольно большое число 
разъ и произвольно близко проходить около каждой точки 
этой области. 

Наблюдателю здѣсь будетъ казаться, что точкой Оі опи
сывается не одпа отдѣльная кривая линія, но цѣдая площадь, 
и что при своемъ движеніи эта точка обнаруживаетъ такую 
свободу въ выборѣ для себя мѣста, которая не совмѣстима 
съ обычнымъ представленіемъ о движеаіи, подчиняющемся 
строго-математическому закону. 

Точно также другимъ страннымъ проявленіемъ своеобразія 
математическихъ законовъ даннаго случая будетъ то, что 
движенья, пачатыя, казалось бы, при самыхъ различныхъ (но 
при дан. к и I) начальныхъ (въ моментъ вертикальности 
оси (г)) подоженіяхъ точки û i по отпошенію къ оеямър и q-, 
будутъ пмѣть внутри себя произвольно длинные, хотя не оди
наково оріентироваиные по отношенію начальваго момента, 
промежутки времени, когда такія движенія будутъ почти не 
различимы. 
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Даже въ одномъ и томъ же движеніи окончательно, каза
лось бы, установившійся характеръ траэкторіи можетъ въ 
концѣ нѣкотораго непрерывнаго процесса совершенно измѣ-
ниться и держаться въ такомъ измѣненномъ видѣ довольно 
долгое время, пока медленно нарастающія разницы снова не 
сдѣлаются замѣтными. 

Послѣднее замѣчаніе будетъ яснѣе. если я еще разъ по
ясню его на Формулѣ (57). 

Если, допустивъ для простоты разсужденія т2—1, мы бу-
демъ имѣть нѣкоторый уголъ г, опредѣленный равенство.чъ: 

то. если зтотъ уголъ достаточно малъ и если измѣненіе угла 
г. которое будетъ внесено въ него въ течеиіе одного оборота 
гироскопа (4С*>ІѴ'2). равно этому z, мы можемъ считать изме-
неніе, внесенное въ два послѣдовательныхъ оборота, равиымъ 
2г и т. д. Пока эти измѣненія будутъ малы, что можетъ при 
малости с длиться весьма долго, мы можемъ считать положенье 
точки Оі на окружности ХіХ2=к въ моменты вертикальности 
оси (г) почти одинаковыми, а. следовательно, въ зависимости 
отъ этого и характеръ траэкторіп точки ііх почти незыбле-
мымъ. Но пройдетъ достаточно времени, эти разности, на
копляясь, перенесутъ точку 12] совеѣмъ въ другое мѣсто 
круга, и уже тамъ мы будемъ наблюдать какъ бы новую 
стойко держащуюся траэкторію точки !>.. 

Этпмъ я закончу свою работу по отношенію къ двпжень-
ямъ 2-го класса и перейду къ следующему разряду п росте й-
шихъ двпженій. лишь отмѣтивъ въ заключенье двѣ иеболь-
шпхъ, но не безъннтересныхъ подробности двпженій типа (26), 
который я раньше обошелъ молчаиьемъ. 

Это 1) возможность съ помощью Формулы (57) довольно 
простого геометрпческаго построенія для угла £ и 2) сущест-
вованіе строю-періодическихо двчженііь типа (2b), соотвѣтству-
ющихъ случаю, когда количество а будетъ соизмѣрнмо съ -. 

Эти послвднія двпженія уже не будутъ подчиняться данной 
въ настоящемъ § характеристике, но здесь всюду будетъ ца-
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рить такой же всѣмъ намъ привычный порядокъ, какой для 
остальныхъ движеній типа (2Ь) проявляется почти только въ 
періодическихъ занятіяхъ осью (г) вертикалънаго положенья. 

Только закономерность эта будетъ сравнительно мало бро
саться въ глаза, даже если бы намъ удалось осуществить 
какую-либо изъ такихъ Формъ движенья, по причинѣ вообще 
довольно значительной продолжительности періода. 



Г Л А В А 111. 

Нѣкоторыя свойства движеній 3-го класса. Зависимость ихъ 
отъ времени. 

§ 1. Согласно сказанному въ началѣ настоящей статьи я 
займусь сейчасъ нѣкоторымъ дополненіемъ и даже (см. § 2а) 
въ одномъ мѣстѣ (ср. стр. 331, строчки 3—10 свержу ст. 1; 
въ отд. оттек, стр. 70) исправленіемъ характеристики типовъ 
движеній 3-го класса, сжато сдѣланной въ ст. 1 (см. тамъ 

Съ этой цѣлью я разобью изучаемыя движенія на нѣсколько 
разрядовъ. 

Прежде всего на движенія, при которыхъ удовлетворяется 
условіе *) 

Ä), если е4—2^>0

2>0 (см. равенства (29)) и 
В), если е 4 — 2 р 0

2 < 0 -
И въ томъ и въ другомъ случаѣ для дѣйствителъности хотя 

бы только исключительнып, движенііі 1-го рЫ)а, опредѣляемыхъ 
ДИФ. ур-іями задачи о гироскопѣ С. В. К., необходимо и доста
точно, чтобы еъ—2/Ѵ>0 (€), что необходимо и для дѣйствн-
телъности всякихъ вообще движенш 3-ю класса (см. t; 2 гл. I V 
ст. 1). Это ус.го&іе мы всюду да.иье будет предполагать соблю
денным. 

Въ случаѣ (A) всѣ соответствующая исключительныя дви-
женія 1-го рода будутъ таковы, что ось (г) въ нихъ никогда 
не будетъ горизонтальна (см. доказательство теоремы IV), а 

гл. IV) . 

') Въ случаѣ еі—2р0

і мы имѣемъ дѣло съ переходной отъ 2-го к* 
3-му классу формой ( 1 = Д ч - і 2 ) . 

5* 
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при условіи (В) ось (г) въ подобныхъ движеніяхъ будетъ 
періодически горизонтальной. 

Не трудно замѣтить, что при соблюденіп условія (С) кратный 

корень е*——-— въ случат (Л) можетъ заключаться въ предн,-

лахъ ^-^)^"*' а в ъ с л У ч а ѣ С ^ ) ОТ предѣлахъ —jïo)^*— 

Отсюда слѣдуетъ въ силу 1-го ѵзъ неравенств'» (9), что всѣ 
простѣіішія движенія 3-го класса при условіи (J.) 1) будутъ 
дгъііствгітелъны, а въ случаѣ (В) друіія простѣіішія движе
ния, кромѣ исключительныхъ 1-го рода, будутъ возможны только. 

если (— — ) > 0 (иначе 1-ь^о 4 >& 2 ) 2 ) . 
\ Ро/ 

Прежде чѣмъ перейти къ разсмотрѣнію такихъ не оеооо-
замѣчательныхъ движеній, я считаю не безподезнымъ сдѣлать 
нѣсколько дополнительныхъ замьчаній объ исключительныхъ 
движеніяхъ 1-го рода, затронувъ ту сторону дѣла, которой a 
не касался въ своей первой работѣ при изучепіи тамъ по
добныхъ движеній. Именно я коснусь вопроса объ отношеніп 
исключительныхъ движеній 1-го рода къ движеніямъ типа Ла-
гранжа-Пуассона. Какъ извѣстно, оказывается, что, если на
ряду съ гироскопомъ С. В. Ковалевской разсматрпвать нѣ-
который гироскопъ съ прежними моментами инерціи Л=2С, 
осью подвѣса, направленной по прежней осп подвѣса (_») 
такъ, что положенія центровъ тяжести для обоихъ гпроско-
повъ (и ихъ массы) будутъ одинаковы, то движения разсма-
триваемаго вида будутъ одинаково возможны для обопхъ ги-
роскоповъ, каковъ бы ни былъ моментъ инерціи В у второ
го гироскопа. 

Чтобы этотъ второй гироскопъ могъ быть гироскопомъ 
Лагранжа *), необходимо, чтобы для него В = С, но тогда 

' ) И при ыегіремѣнцомъ соб.іюдевіп условія ( С), какъ это будетъ 
предполагаться въ ішдобвыхъ случаяхъ постоянно. 

-) Если рй=0, то при / ) < п нѣтъ не исключит, движеній (см. § 2 
гл. IV ст. 1). 

3 ) Этотъ гироскопъ .Тагранжа отличается отъ подобнаго же гироскопа, 
упоминаемаго въ концѣ § 5а предыдущей главы. Тамъ гироскопъ Ла-



— 69 — 

легко обнаружить въ силу извѣстныхъ неравенству суще-
ствующихъ между моментами иперціи каждаго тѣла съ поло
жительною плотпостью, что подобный гироскопъ Лагранжа при 
условіи ,т0фО не можетъ быть реализованъ. 

Т. о. мы имѣемъ слѣдующую теорему: 
Теорема XXVII. Не существуешь дѣііствительнаго гироскопа 

Лагранжа, способнаго осуществлять Исключительны я движенгя 
1-го рода. 

Но, если подобно обобщеннымъ двпженіямъ Пуансо раз-
сматривать двпженія обобщеннаго типа Лагранжа, то можно 
считать доказаннымъ: 

Теорема XXVIII. ІІсключителъныя движенгя 1-го рода всегда со
впадают, съ нѣкоторыми движетями обобщеннаго типа Ла-
гранжа. Подобное же справедливо и относительно всѣхъ ггер-
маненпг. вращеній гиросшга С. Б. Е.. какъ входтилиъ въ дан-
ныіі разряда. 

Но осиованіи изысканій § 2 гл. 1 ст. I (см. доказательство 
теоремы IV) мы имѣемъ далѣе слѣдующую теорему: 

Теорема XXIX. Псключительныя движенгя 1-го рода въ случаѣ 
В совпадаютъ съ двименіями нѣкотораю обобщеннаго типа Ла
гранжа—Пуассона '). 

Это очевидно изъ того, что въ моментъ горизонтальности 
осп (') вся скорость гироскопа приводится къ слагающей р^. 

грапжа отличается отъ соотвѣт. гироскопа С. В. К. положевіе.мъ центра 
тяжести (на оси (г) виѣсто ірУ), здѣсь величиной момента инерціи В, 
равнаго въ пемъ не 2 С, а просто С. 

') Обратно по исключит, движеніяііъ 1-го рода можно изучать дви-
женія типа Пуассона. 

Такимъ же путемъ, какъ пзученіе всякнхъ движешй гироскопа Ла
гранжа сводится съ помощью внесенія нѣкотороВ дополнительной постояв-
ной скорости вращенія около оси его симметріи къ изученію движеній 
шарообразиаго Лагранжева гироскопа, можно показать, что всякія дви-
женія гироскопа Лагранжа Пуассоновскаго типа (аачальная мгновенная 
ось вращенія совиадаеть съ осью симметріи) сведутся, собственно говоря, 
къ исвлючительнымъ движеніямъ 1-го рода случая (В) -+- нѣкоторая по
стоянная скорость около оси подвѣса. 

Отсюда слѣдуетъ не безъпнтересное заключеніе, что все разнообразіе 
двпженій типа Пуасгона приводится, какъ къ своей основѣ, къ исклю-
чиіельнымъ двпженіямъ 1-го рода гироскопа С. В. Ковалевской. 



Изъ совпаденія, указаннаго въ 2-хъ предыдущихъ теоре-
махъ, слѣдуетъ возможность переносить на исключит, двпже-
нія всѣ свойства, существующая у соотвѣтст. Лагранжевыхъ 
Явиженій. 

Такъ, напр., теорема У является не чѣмъ инымъ, какъ елѣд-
ствіемъ извѣстной теоремы Дарбу для случая симметричнаго 
гироскопа. 

Но было бы ошибочно такимъ способомъ разрѣшать во-
просъ объ устойчивости, ибо смежныя движенія 2-хъ гиро
скоповъ не будутъ одинаковы. 

Для этой послѣдней цѣли необходимо будетъ непосредствен
ное пзучепіе не особо-замѣчательныхъ движеній даннаго клас
са, къ которому мы теперь и приступимъ. какъ это обѣщали 
въ началѣ параграфа. 

§ 2. Если мы находимся въ случаѣ (А) и одновременно соблю

дается еще условіе: а) ( — — )-<2ро 2 (иначе l<X-2-t-3p0

4) или 

b) ^—р^)~^> е*' 1 И Л И В Ъ с л У ч а * П Р И Д ° П О Л Н И Т Е Л Ь Н О М Ъ условіи 

c) 2^о 2 <^—J-^ или d) е^>{^—j^j, то, какъ было установ
лено въ § 2 гл. IV* ст. 1, простѣйшія движенія 3-го класса 
будутъ асимптотически (и даже вдвойнѣ асимптотически) 
стремиться къ соотвѣтствующимъ исключительнымъ движе-
ніямъ 1-го рода, конечно, при соблюдении для случая (Б) 

неравенства ^—р^)***^' °' Э І Ш ж к л ю ч и т - неустойчивы. 

Что касается характера самихъ простѣйшихъ движеній, 
то онъ будетъ въ данныхъ случаяхъ не совсѣмъ одинаковъ. 

I) При условіи e4>2jBo\>( —- — ) предѣдомъ будетъ исклю-
\ 2Ѵ 

чительное движеніе, для котораго всегда s->= — —. Соотвѣт-
Ро 

ствующая сѣть крпвыхъ s=const. получится для этого 
случая изъ общей сѣти (фигура 1), если предположить, что 
кругъ s 2 =e 3 стянулся въ одну точку, совпадающую съ крат~ 
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ной исключительной точкой 1-го рода (f3=zf4, р=р0)% которая 
въ свою очередь будетъ тутъ лежать на кругѣ Si—2po'. 

Такъ какъ для всѣхъ простѣйшихъ движеній Si можетъ 
здѣсь измѣняться только въ предѣлахъ ег,...е^ то область 
дѣйствительнаго движенія будетъ заключаться или между 2-мя 
какъ бы концентрическими овалами S i = e ä и Si=t'4, охваты
вающими кругъ Sj=2/)o 2! или между 2-мя овалами подобнаго 
же рода внутри этого круга. 

Бсѣ эти овалы сходятся въ точкѣ (f3—fi\q==-Q,p=^p0), кото
рая собственно будетъ кратной точкой какъ дли кривой S i=e 5 , 
такъ и для кривой Si—е 4 -

Траэкторія точки Оі въ атомъ случаѣ будетъ только 1 разъ 
пересѣкать ось p(s2=—оо), заключаясь вся или внутри кру
га Si=2p 0' 2, или вся внѣ между соотвѣтственными петлями 
указанныхъ выше оваловъ. 

Точка û j будетъ асимптотически двигаться къ точкѣ 

р=р,<- а=--о, 

постоянно колеблясь отъ овала &І=*І к ъ овалу S i=e 3 и об
ратно, при чемъ ея траэкторія будетъ касаться этихъ 
кривыхъ. 

Если ея=ер, т.-е. — — =2риХ1—¥-*-ЗрлА), то кругъ s l =2p ö

2 

' Po 
сведется къ исключительной точкѣ 2=0, р=ро- Въ этомъ 
случаѣ областей для движенія Q i останется только одна, и 
кривыя S i = e 4 и S i = e 5 будутъ имвть точку возврата q=0, p=j}o-

II) Если перейти къ случаю, когда ( — — }>е£>2р0\ то здѣсь 

( г \ 

предѣломъ оудетъ исключительное движеніе: » і = ^ — — j по

стоянно. 
Сѣть кривыхъ s = c o H S t . получится изъ той же Фигуры (1) 

стяженіемъ круга S i = e i въ точку, лежащую на кругѣ s>=e3. 
Поле дѣйствительныхъ движеній представится сплошнымъ 
пространствомъ, закдюченвымъ внутри овала S i = e » . 

Траэкторія точки Û x будетъ безконечное число разъ пере-



«ѣкать осър вперемежку съ пересѣченіями круга S2=e 3 =2^o 2 , 
опасывая подобіе спирали около асимптотической точки 

Она будетъ имѣть только одну точку соприкосповенія съ 
оваломъ: S I = 6 Ö . 

III) При условіи ( ) > 2 ^ о 2 > е 4 предѣломъ будетъ исклю

чительное движеніе: S i = — — постоянно. Соответствующая сѣть 

кривыхъ s=const. получится здѣсь, если на Фигурѣ (1) кругъ 

стянется въ одну точку, совпадающую съ кратной исключи
тельной точкой 1-го рода (fi=fiXl=^di—2:>o)-

Вся область дѣйствительныхъ движеній будетъ лежать 
внутри сплошной площади, заключенной въ овалъ S i = e s : или 
въ части ея внѣ круга s 2 =2^ 0

2 - отграниченнной кривой s2=e4, 
пли въ части внутри круга, отграпиченной другой вѣтвыо 
той же кривой. 

Обѣ эти области имѣютъ общую точку q=0, p—p<s (крат
ная точка кривой S2=e 4 ) . 

Траэкторія Оі будетъ безконечное число разъ пересѣкать 
ось р вперемежку съ прикосновеніями къ кривой s 2=e.i, но 
здѣсь у пея будетъ только одно соприкосновеніе съ ова
ломъ S i = e 5 . 

Точка q=Q:p—pü будетъ для нея служить асимптотической 
точкой. 

Если —^-—2р 0 - , то къ этой же точкѣ сведется кругъ s 2=2^o 2 , 

такъ что областей для двпженія останется только одна. Въ 
этомъ случаѣ точка q=0, р=ро есть точка возврата кри
вой s2=ei. 

IV) Есдд 2 / > 3 о > е 4 > — ~ при -—~>0, то асимптотическимъ 

предѣломъ для простѣйшихъ движеній будетъ исключительное 
I 

движете s 2 = 
Po 

q=0,p=po. 

I 

•5і=ві 



Кругь So=e3 сѣти стянется въ точку, лежащую на кру-
гѣ Si=2£>o2- Полемъ дѣйствительныхъ движеній будетъ вся 
площадь внутри внѣшняго овала S i = e s , но внѣ внутренняго, 
которые оба въ сущности составляютъ здѣсь 2 петли одной 
кривой S i = e 5 , имѣющей кратную точку q=0, р=р0-

Траэкторія Оі одинъ разъ только пересѣкаетъ ось р , но 
безконечное число разъ кругь в,=2до, 2, переходя отъ сопри-
косновенія съ внѣшнимъ къ соприкосновенію съ внутреннимъ 
оваломъ S i = e s . 

При зтомъ она будетъ, очевидно, асимптотически стре
миться къ исключительной точкѣ q—0, р—ръ-

Если же I )<0, то будутъ существовать только одни 

исключит, движенія 1-го рода. Въ этомъ случаѣ сѣть кри-
выхъ s=const. получится изъ сѣти Фигуры (1), еслп точки /і и /о 
сольются. 

При небольшомъ измѣпеніи имѣющихъ мѣсто въ этомь 
послѣднемъ случаѣ иачальныхъ условій движенія, точки fx и f., 
будутъ лежать, хотя и близко другъ къ другу, но не слитно, 
и 2 корня ур-ія o(s)=0 будутъ отличаться на нѣкоторую 
малую комплексную величину. 

Соотвѣтствующая такому измѣненному двпженію сѣть кри-
выхъ s будетъ подобна Фигурѣ (2), и разсмотрѣніе ея легко 
обнаружить неустойчивость разсматриваемаго типа исключи-
тельны.Ги движенги 1-го рода, который можешь считаться ус-
тойчивымъ только въ смыслѣ Пуассона, т.-е. въ смыслѣ про
хождения точки Оі безконечное число разъ въ смежности съ 
гісключительной точкой. 

§ 2а. V) Въ случаѣ. когда е» > ( — ; - ) >2/><г, отношеніе не 

особо замѣчательныхъ простѣйшихъ движеній и соотвѣт. исклю-
чительныхъ будетъ отлично отъ установленная въ предыду-
щемъ §. Здѣсь будутъ, правда, существовать оба эти вида 
движеній, но они будутъ стоять, т . -с , изолированно другъ 
отъ друга. 

Чтобы лучше понять положеніе дѣлъ, мы раземотримъ сна-
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чада смежное движеніе, соответствующее очень малому измѣ-
ненію начальныхъ обстоятельствъ даннаго случая. 

1) Предположимъ сперва это измѣненіе такимъ, что 2 корня 
ур-ія <p(s)=0 будутъ близки по величинѣ и действительны. 

Для такого смежнаго движенія кругъ Si=e\ (см. Фигуру 1) 
будетъ очень малаго радіуса, но все поле возможныхъ дѣй-
ствительныхъ движеній состоитъ изъ 2-хъ совершенно отдѣль-
ныхъ другъ отъ друга областей: первая внѣ круга S i = C i , 

его кольцеобразно охватывающая и заключенная между 2-мя 
внешними овалами S i = e 5 и S i=e 4 , вторая внутри круга Si=ei, 
то же заключенная между 2-мя внутренними овалами 

И 

Въ пределе, при сліяніи 2 корней ур-ія <j(s)=0, для движе
ний 3-го класса сохранится одна внешняя область, а внутрен
няя обратится въ исключительную точку (q—Oyp=p0), для 
которой значеніе S I = 6 I , H 6 O таковъ пределъ для s, откуда бы 
ни подходить къ данной исключительной точкѣ. Эта точка 
будетъ при томъ совершенно изолирована отъ внешней об
ласти, которая и будетъ, собственно, ареной всѣхъ нростей-
шихъ не особо-замѣчательныхъ движеній даннаго случая. 

При этихъ движеніяхъ траэкторія Оі будетъ безкояечное 
число разъ пересекать по очереди ось р и кругъ s2=2p0

2, 
делая спиралеобразные обходы съ постоянными колебаніями 
отъ овала Si=e 5 къ овалу Si=ei-

2) Если предположить, что 2 корня ур-ія o(s)=0 для смеж
наго движенія будутъ оба комплексны съ очень малой мни
мой частью, то разсмотреніе сети на Фигуре (2) позволить 
по предыдущему заключить, что вся область действитель-
ныхъ, емежныхъ съ этой стороны, движеній будетъ ограни
чена тЪмъ, что мы назвали выше внешней областью между 
2-мя овалами Si—e± и Si=e 5 . Внутренней области въ такомъ 
случаѣ нѣтъ. 

Такимъ образомъ при маломъ измененіи начальныхъ обстоя
тельствъ какого-либо не особо замечательнаго движенія дан-
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наго типа область, внутри которой оно можетъ происходить, 
измѣнится весьма мало, и движеиіе приблизительно сохранить 
свой типъ. 

Тоже будетъ здѣсь, если немного изменятся начальный 

1-го рода, такъ какъ область, гдѣ оно тогда будетъ возможно, 
захватить лпшь небольшую площадку около точки ^=0. р=ро-

Сдѣдовательно, соотвѣшсшвуюгцш данному случаю типъ 
исключителънаіо движенгя 1-го рода можетъ быть названъ 
устойчивымъ въ томъ же приблизительно смысли,, какъ, напр., 
движенгя 1-ю класса и т. н. 

Въ неаъ все время будутъ удерживаться всѣ основвыя его 
черты лишь съ ничтожными отступленіями (см. § 2 гл. I ст. 1). 

Въ пер-іодъ увеличенія вертикальности оси (г) будешь увели
чиваться скорость врмщенья гироскопа и одновременно (въ силу 

пергодъ уменыиенія вертикальности оси (г) будешь наоборошъ. 
Ось (г) при этомъ не становится ни вертикально, ни гори

зонтально, и центръ тяжести все время находится надъ гори-
зонтомъ опоры. 

Только самыя Фазы движенія, первоначальнаго и нисколько 
измѣненнаго, будутъ все болѣе расходиться отъ накопденія 
небольшихъ разницъ во времени. 

VI) Въ остающемся еще случаѣ, когда 

тоже будутъ существовать и особо-замѣчательныя (исключит. 
1-го рода) и обыкновенный простѣйшія движенія. 

Но и тутъ первыя не будутъ предѣломъ для вторыхъ, хотя 
по временамъ точка Оі при послѣднихъ движеніяхъ подхо
дить сколь угодно близко къ исключительной точкѣ q—Q, р—рц. 

Въ апюмъ случаѣ сооттьтствующія исключительный движе
нгя какъ бы обладаютъ устойчивостью въ смыслѣ Пуассона, 
являясь неустойчивыми въ обыкновенномъ смысла,. 

условія для еоотвѣтствующаго исключительнаго движенія 

равенства 



Действительно, кругъ s<—e3 въ сѣти кривыхъ s=const. стя
нется здѣсь въ одну точку на кругѣ S i = 2 ^ 0

2 , и вся площадь, 
открытая для дѣйствительныхъ движеній. будетъ заклю
чаться (см. Фигуру 1) между двумя овалами S i = e 5 внѣ и вну
три круга S i=2 /3 0

2 съ общей кратной точкой д = 0 , р=р(,-
Площадь эта будетъ открыта не вся, но за исключеніемъ 

своей части, отрѣзанной другой кривой s°=ei, проходящей 
черезъ ту же точку g—О, р=ро и отсѣкающей часть внѣш-
няго овала. 

Траэкторія и., безконечное число разъ перееѣкаетъ ось р, 
въ промежуткахъ непременно касаясь кривой So—Vi, она также 
будетъ поочереди касаться то того, то другого изъ оваловъ 
s 1 =e 5 , пересекая въ промежуткахъ окружность sl=2p(r. 

Точки прикосновенія траэкторіи съ кривыми Si=es и Sa=e4 
могутъ по временамъ лежать очень близко къ исключитель
ной точкѣ, но никогда не попадутъ въ нее ни в ъ безконечное 
время, ибо здѣсь нетъ асимптотизма, ни в ъ конечное, ибо 
тогда по свойству исключителышхъ движеній 1-го рода всегда 
должно бы было существовать движеніе этого последняго 
вида. 

Если 2 » о 2 > - Г — н о — ~ < 0 , то сугаествуютъ только 
\ 2>o J ро 

одни исключит, движенгя, о которыхъ можно сказать анало
гичное сказанному въ § 2 о случать IT. 

§ 3. Теперь я постараюсь выразить въ зависимости отъ 
времени все величины (кроме прецессіи), характеризующія 
двпженія 3-го класса, съ цѣлью еще несколько более вы
яснить управляющіе ими законы. 

Для этого намъ будетъ необходимо, какъ я указалъ еще 
въ § 1 гл. IV* ст. 1, внести въ общія Формулы г-жи Кова
левской некоторыя видоизмененія, который сделаюгь возмож
ными и определенными все операціи и для случая равенства 
2-хъ корней ур-ія s(s)=0. 

Видоизменевія эти мы внесемъ обычнымъ путемъ разсмо-
тренія случая кратности корней, какъ случая предельнаго. 

Очевидно, что при этомъ въ чпслителяхъ и знаменателяхъ, 



составленныхъ для p, q, г, у, у', у" ') выраженій черезъ ь; 
всѣ члены, которые соотвѣтствуютъ не кратному корню ур-ія 
:p's)=0. а также по одному члену для кратнаго корня оста
нутся безъ измѣненія, но вторые члены, соотвѣтствующіе 
кратному корню, измѣнятся. 

Именно, если мы обозначимъ одинъ изъ слившихся корней 
черезъ е а , а другой e.j=lim(ea-*-z) и не кратный корень черезъ е% 

то, замѣнивъ предварительно всюду множители и т . п. 

черезъ пропорциональные имъ Ф а к т о р ы : e,ß—еи, е 7 —е х , ех—е*, а 

Ve<x, Ves, \'еи черезъ равныя имъ (по условію (44)) величины 

І\'2 

——— и т. д., легко найдемъ для », g , . . . . у елѣдующія Ф о р -

мулы (въ предположеніи е а фе«): 2 ) 

р 
_ _ [Vf A - e s ) ] ' \ ^ Р * — у ' е я ' е я - е & е?[P]'—е*Р? 

I le*—е{[' 1 ел—е«г -, і 

fa— ез, 

[ V'fa 

' 1 ex—eß i 

ea—€ß 
Vfa 

' I fot — ?5 r- 1 

Vf,s \faVV5 1 J ея ' 

^alfa-

(58) 

I v<; h V * \f,vrJ 1 

' ) CM. § 4 гл. П. 
а ) Случаи і" а =ез трѳбуегь новаго перехода къ предѣлу, чего мы за 

простотой этого пріема и слпшкомъ частнымъ характеромъ соотвѣт. двп-
женія не будемъ выполнять въ подробноетяхъ. 

file:///faVV51


гдѣ знакъ [ ] ' озвачаетъ производную по ех отъ заключен-
наго въ скобки выраженія, точки въ концѣ числителя и 
знаменателя въ послѣдней Формулѣ поставлены для кратко
сти взамѣнъ членовъ, аналогичныхъ уже проставленнымъ явно, 
но съ замѣной индекса 4 на 5, a ^е* при окончательномъ 

подсчетѣ должно замѣнить черезъ — въ силу усдовія (44). 

Такъ какъ ДИФ. ур—ія задачи приведутся для движеній 
даннаго класса къ виду: 

dsi ds-2 

V(eä—SiXsi—eiXsi—е_5) V'(es—S2XS2—e4)(s2—ер) 
( 5 9 ) 

dsi ds-2 

5 

, - . О, 
(si—ea)V(e5-SiXsi—e4)(Si—e3) (si_ea)V(e5—s2)(s2—«4XS2—ep) 

гдѣ всѣ корни ea, ер, e4, e5 дѣйствительны и согласно выво-
дамъ моей 1-ой работы удовлетворяютъ по введевіи вспомо
гательной величины р0 равенствамъ (29), обращаясь для р0= 
=I=o=eß=k—1 въ е я = 3 / і , е 5=3?і-»-1, e4=3/i—1, то, если по
ложить въ системѣ ур—ій (30): 

ß2==4[ep2—і(е5-*-е4-^-е із)'е5-+-с4)-*-е4е5], 

4 
9 3 = ~ ffi.e*-*-eß—2е5Х«5-не4—2eß)(eß-*-€i—2е4), 
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, -ч . • • 
г\-+еа=-—ь~— ' ' s—е,— — (z-e-j. \s—e„ = ty'z—e. 

> (/т 2 =0, 

и тутъ можно пользоваться г ) Функціями Z для вычисленін Р , 
с о о т в ѣ т с т в у ю щ и х ъ данному случаю. 

Именно мы будемъ имѣть: 

h—t t ; ч 

Y 2 V 2 

И Ра=—^>. , Pa,6=—І%Ъ\і-і 

гдѣ индексы я и Л (Ь и и.) с о о т в ѣ т с т в у ю т ъ другъ другу со
гласно с л ѣ д у ю щ и м ъ равенствамъ: 

При условіи (А) е 4—2/Ѵ 2>0,<і-+-^=(' 2-і^-е4=ез-+-е5=е4-ь^2, •) 
если же ( Р > 4 — 2 ^ „ 2 < 0 , то ел-*-е^=е-1.-*-''о=е^ег,=еА-+-('я. 

Но здѣсь въ отличіе отъ вычисленій главы II остается еще 
опредѣлить въ Функціи времени выраженія: 

[Ра] ' , [Ря?]', [P*J, [Р»»Т-
Какъ легко убѣдиться, все дѣло сведется собственно къ 

вычисленію выраженія [Ра]'* такъ какъ 

(«*НМ, 5 ) [ Р я , ] ' = Р я 5 [ Р , ] ' і - -

1 ) Должно замѣтить, что, если ея—ер или еа=еи то самыя выра-
женія для Z должны быть видоизмънены во способу иереюда къ пре-
дѣлу, что однако и здѣсь мы ве будемъ продѣшвать въ подробности, 
ограничившись этимъ указавіемъ. 

Случай еа=ві (иначе р0—=к, или 1=<Ш а ) есть случай переходный ко 
2-му классу. 

і ) Если е+=2рД то мы нмѣемъ дѣло, какъ отмѣчено еще въ § 1, 
съ переходнымъ ко 2-му классу случаемъ (J2-+-£=:l) асимптот, къ пер-
мавевтньшъ вращеніямъ движевіі; рѣшеніе задачи во времени дано еще 
въ моек 1-ой статьѣ (см. § 2 гл. IV). 
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Изъ равенства: 

Si-t-s-2—2ea Px=\'(.Si—ex)(Si—ea) слѣдуетъ, что [ Р а ] л 

Но такъ какъ P^—Z^—Çsi—exXs>-ex) 

то Si-t-s-2—2ea—e-0—ea-t-' 

2 Р а 

е-о—ея 

Такимъ образомъ все вычисленіе можно считать закончен-
нымъ. 

Особо-замѣчательпыя движенія и здѣсь соотвѣтствуютъ без-
конечному значенію гс0. 

Эти движенія, какъ уже намъ извѣстно, будутъ И С К Л Ю Ч И Т . 

1-го рода; что можво было бы вывести и изъ нашихъ Ф о р 

му лъ, ибо при гг 0 =оэ имѣемъ все время движенія q=0. 
Также дѣлается очевидной и обратная теорема (ІХа ст. 1), 

такъ какъ изъ выведенвыхъ Ф о р м у л ъ послѣ упрощенія ихъ 
слѣдуетъ, что выраженіе для q будетъ имѣть числителемъ: 

—tifix—e^ra(_u)\fG(u—ѵ)-і- er^u-t- г?)] 

при знаменателѣ—голоморфной Ф у н к ц і п относительно и п 
цѣлой 2-ой степени относительно е" и е~'с. 

Слѣдовательно, если еяфез, то q можетъ быть постоянно 
О только при н ѵ = ± с о , т.-е. въ особо-замѣчательномъ слу-
чаѣ. Тогда р=р$ постоянно. 

Для случая ел—ер подобное заключеніе х ) получается п р и 
предѣльпомъ разсмотрѣніи, какъ и для случая е3=е± 

Изъ выраженій числителей для количества q, р—р0,——г-4- у" 
ех 

т а к ж е нетрудно убѣдитьса, что кромѣ моментовъ неперіоди-
ческаго характера, когда то или другое изъ этихъ количествъ 

lj Въ случаѣ е'-=еі (иначе е^=2р„-) нужное заключеніе получится 
изъ даннаго еще въ сг. 1 рѣшенія задачи для этого типа переходныхъ 
движеній. 
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обращается въ 0, существовали бы періодическія обращенія 
въ 0 всѣхъ 3 хъ, если бы ур— іе о (и)=0 могло имѣть действи
тельные по отношенію къ t корни. 

Но путемъ опредѣленія постоянныхъ «„, t0 по начальнымъ 
даннымъ легко усмотрѣть, что всѣ эти послѣдніе моменты 
мнимы. 

Такгшъ образомг проявленія періодичности въ не особо-замѣчат. 
движенгяхъ 3-го класса почти отсутствуютъ, если не считать 
возможности нѣтторыхъ строю-періодическихъ формъ при осо-
бо-удачномъ выборѣ натлъныхъ данныхъ для движеній V и VI 
типовъ. 

^ 4. Вообще должно замѣтить, что общій характеръ двухъ 
поелѣднихъ разрядовъ (У и VI) движеній 3-го класса нѣсколько 
отличается отъ характера первыхъ четырехъ. Въ извѣстномъ 
смыслѣ можно сказать, что здѣсь мы имѣемъ нѣчто аналогич
ное последнему (26) разряду движеній 2-го класса. 

При отсутствіп, вообще говоря, періодичности, равно какъ 
и асимптотпзма, все эти движенія обладаютъ. т. с , колеба-
тельнымъ характеромъ. Ветви траэкторіи точки Ll\ запол-
няютъ überall dicht всю площадь возможныхъ движеній. и 
точка £1і безконечное число разъ будетъ находиться въ про
извольной близости съ любой точкой этой площади, воспро
изводя произвольно долгое время съ произвольной близостью 
въ движеніи при однихъ начальныхъ условіяхъ Фазы движе-
нія, возникшаго совсемъ лри другихъ начальныхъ данныхъ 
(но при однихъ и техъ же ро и к), и описывая, иногда до
вольно продолжительное время каждую, ветви кривыхъ, весьма 
отличающіяся по виду другъ отъ друга. 

Исключеніемъ будутъ только случаи строго - періоднческихъ 
движеній, соотвѣтствующге такимъ зпаченъямъ р0 и к. что 
two—ыі£(г;) 
j -ѴУ соизмѣримо съ тт. 

Движенія эти по своимъ свойствамъ вполне аналогичны пе-
ріодическимъ движеніямъ, отмеченнымъ въ § 6 главы II . от
личаясь вместе съ ними отъ періодическихъ движеній въ 
исключит, случае 2-го рода (см. § 1 гл. I l l ст. 1) значительно 
большей продолжительностью періода по сравненію съ ы. 



Всѣ эти три вида періодическихъ движеніи, очевидно, не
устойчивы. 

На ряду съ такими особыми Формами стоитъ отмѣтить еще 
разъ; но уже внѣ связи съ разобранными шестью типами 
движеній 3-го класса, два переходныхъ ко 2-му классу (2-ой 
группѣ) семейства движеній, которыя в ъ случаѣ е* = е* 
(P-t-k=l) отличаются особой-простотой. Случай этотъ былъ уже 
разобранъ въ моей первой работѣ, и движенія оказались асимп
тотическими къ перманентнымъ вращеніямъ около оси под
веса. 

Другая переходная Форма ел—е± ( 1 = 4 ^ 2 ) гораздо сложнѣе. 
Формулы, къ ней относящіяся, являются предѣлышмъ случаемъ 
Формулъ настоящей главы. Такъ какъ общій характеръ этихъ 
движеній, совмѣщающихъ въ себѣ главнѣйшія свойства дви-
женій 2-ой группы 2-го класса (періодичность1) верт. положеній 
оси (г)) с ъ свойствами, указанными въ настоящей главѣ 
(асимптотичность къ исключит, движеніямъ 1-го рода), выясненъ 
в ъ достаточной мѣрѣ предшествующими изслѣдованіями, то 
я не буду на нихъ болѣе останавливаться и закончу здѣсь 
свою вторую работу о движеніяхъ гироскопа С. В. Ковалев
ской, только указавши -) въ заключеніе, что всѣ движенья 
асимптот, характера случая (В) (см. § 1) могутъ быть осу
ществлены болѣе или менѣе удовлетворительно, если, придавъ 
оси (г) горизонтальное подоженіе (у"=0) 5 придать гироскопу 
любую угловую скорость р0 около оси подвѣса, которой наклонъ 

къ вертикали определить 2 - у ю 3 ) постоянную ѵ = — ( — < 0 
Ро\Ро 

J ) Въ случаѣ 2F>1 (р0*=1\>1г) будетъ во время одного оборота 
наблюдаться 1 строго вертикальное ноложеніе оси (>•) и другое, разноимен
ное съ первымъ, достижимое лишь асимптотически: при 2Ä<[ 1 (/*>А—1>о 2) 
оба подобный подоженія оси (»•) будутъ одноименвыми. 

2 ) Считаю также не безполезнымъ напомнить, что всѣ суждевія наши 
объ устойчивости движеній не предполагают возможным неточностей 
въ соблюденіи условій С. В. Ковалевской yo=z0—0, А=В=2С, влія-
віе коихъ поэтому остается пе принятымъ въ расчетъ. 

3 ) См» доказательство теоремы IV, случай 1). Ст. 1. 



— 8 3 — 

Скорость ро, имѣя въ виду различный еопротивленія, должна 
быть при этомъ достаточно велика. 

Тогда въ силу неболыпихъ неточностей, всегда неизбѣжныхъ, 
получится не исключит, движеніе 1-го рода, какъ бы должно, 
но движеніе близкое къ соотвѣт. простѣйшимъ 3-го класса, 
только не строго асимптотическое, а съ возможностью, хотя 
и очень медленно, для перемѣнной s достигать значеній, близ-
кихъ кратному корню, и снова отъ нихъ удаляться. 

I 1 
Должно однако гшѣтъ въ виду, что въ слуиаѣ 0 > — > — л ~ <>, 

Р« *Ро~ 
т. е. к)>р0

г, соотвѣтствующее исключительное движ-еніе, будучи 
устоичивымъ (типа ѴГ), осуществится само съ сограненіемъ 
всѣхъ своихъ особенностей: напр., періодическаю прохожденія 
оси (г) и центра тяжести гироскопа черезъ горизонтъ опоры и 
ускоренія вращенья пргг гувеличенги вертгікальности полярной 
оси (и одновременномъ пониженіи ц. т.). 
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Напечатано. 
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Исправление замЬченныхъ погрѣшностей и опечатокъ въ 
статьѣ: 

„ПРОСТЪЙІІІІЕ СЛУЧАИ ДВИЖЕНІЯ ТЯЖЕЛАГО НЕСИМ. 
ГИРОСКОПА С. В. КОВАЛЕВСКОЙ". 

Статья вторая. 

Стр. Стр. св. Напечатано. Должно быть. 

3 27 одного вида ихъ, 2-хъ видовъ ихъ, у с т о й -

устойчиваго чивыхъ. 
73 14 Ф и г у р ы (1) Ф и г у р ы (2). 

75 28 хотя по временамъ и 
75 29 подходить не подходить. 
75 32—33 вмѣсто словъ: <какъ бы обладаютъ устойчиво

стью въ смыслѣ Пуассона, являясь неустойчивыми въ обыкно-
венномъ смыст*. Должно быть: <обладаютъ устойчивостью въ 
тот же смыслѣ, какъ и движенгя предыдущего типа». 

76 7 проходящей не проходящей. 
76 8 внѣшняго внѣшняго и внутренняго. 
76 14—20 весь обзацъ должно замѣнить новымъ: „По 

соображеньямъ, близкимъ къ высказаннымъ въ случаѣ Y , не
трудно убедиться въ справедливости сдѣланнаго выше утвер-
жденія о б ъ устойчивости 5) исключительныхъ движеній и въ 
данномъ случаѣ". 

*) Вопросъ объ устойчивости исключит, движеній 1-го рода разрѣ-
шенъ въ статьѣ извѣстваго итальявскаго математика Levi-Civita: „Sui 
moti stazionarii di un corpo rigido nel caso della Kovalevsky (Rendicon-
ti della R. Acc. dei Lincei, vol. X , 1901), которая, къ сожалѣнію, 
поздно сдѣлалась мнѣ извѣстной и то по реферату въ Jahrbuch über 
die Fortschritte der Mathematik (о фактѣ ея существованія я узналъ 
изъ приведеннаго въ сочиненіи проф. G. А. Maggi „Principii di Stereo-
dinamica" ея заглавія). 

Повидимочу, авторъ этой статьи, пользуясь своимъ сооственнымъ ме-
тодомъ разыскиванія частныхъ рѣшевій, а не исходя нзъ общаго рѣше-
нія С. В. К., нашелъ тамъ всѣ случаи перманентныхъ вращеній, а так
же и частные алгебраическіе интегралы, соотвѣтствующіе особо-замѣчат. 
рѣшеніямъ моей работы, но изслѣдовааія движеній не произвелъ, кромѣ 
вопроса объ устойчивости, и нѣкоторые интегралы нривелъ въ довольно 
сложной формѣ. 


